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CHƯƠNG II! 


CÁC PHÉP DỰNG HÌNH. 
ĐẠI SỐ CÁC TRƯỜNG SỐ 


MỞ ĐẦU 


Các bài toán đựng hình bao giờ cũng là một trong 
những đối tượng thích thủ nhất trong các bài tập hình 
học. Như bạn đọc đã biết qua giáo trình nhà trường, 
chỉ nhờ có co;npa và thước kể ta có thể thực hiện được 
rất nhiều các phép dựng khác nhau: chia một đoạn 
thẳng hoặc một góc làm đôi, vẽ qua một: điềm một 
đường vuông góc với đường thẳng cho trước, nội tiếp 
trong hình tròn cho trước một lục giác đều v.v... Trong 
tất cả các phép dựng đó thước kể chỉ được dùng đề 
vạch đường thẳng, chứ không được dùng đề đo hoặc 
đặt các khoảng cách. Sự hạn chế truyền thống — chỉ 
dùng thước kẻ và compa — có nguồn gốc từ thời xa 
xưa, mặc đầu trong thực tiễn, bản thân người Hy lạp 
cũng không đo dự khi sử dụng đến các công cụ khác. 

Một trong những bài toán dựng hình cồ điền và nồi 
tiếng nhất là bài toán Apóïóniut (khoảng 220 năm trước 
công nguyên): Cho ba đường tròn, dựng đường tròn 
thứ tư tiếp xúc với ba đường tròn đã cho. Nói riêng, 
không loại trừ trường hợp một hoặc nhiều hơn trong 
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số các đường tròn cho trước «suy biển» thành một 
điềm hoặc một đường thẳng (« hình tròn » có bán kinh 
«không» hoặc evô bạn»). Chẳng hạn, có thề đề cập 
đến việc dựng một đường tròn tiếp xúc với hai đường 
thẳng cho trước và di qua một diễm cho trước. Nếu 
như trường hợp riêng này không khó khăn gì thì bài 
toán trong trường hợp tông quât lại là một bài toán 
khá khó, 


Trong tất cả các bài toán về dựng hình (nhờ compa 
và thước kẻ) thì bài toán dựng đa giác đều n cạnh, có 
lẽ đáng được chủ ý nhất. Đối với một loạt giá trị của n, 
chẳng hạn n = 3, 4, 5, 6, thì lời giải đã được biết đến 
từ thời cồ xưa và đã được trình bày trong hình học 
nhà trường. Nhưng đối với trường hợp đa giác bảy 
canh đều (n = 7) thì người ta đã chứng minh rằng 
không thề dựng được. Sau đây là ba bải toán cồ điền 
nữa mà lời giải đã được tìm kiếm từ lâu mà vẫn không 
có kết quả: chia một góc bất kỳ cho trước thành ba 
phần bằng nhau. gấp đôi một hình lập phương cho 
trước (tức là dựng cạnh hình lập phương có thể tích 
gấp đòi thẻ tích hình lập phương có cạnh cho trước) 
và «cầu phượng» một hình tròn (tức là đựng hình 
vuông có diện tích bằng diện tích hình tròn cho trước). 
Trong những bài toán này ta qui ước không dùng các 
dụng cụ khác ngoài compa và thước kẻ. 

Những bài toán nan giải như vậy đã dẫn tới một 
trong những xu hướng lý thú nhất và cơ bẩn nhất của 
tư tưởng toán học. Sau vài thế kỷ tìm kiếm vỏ hiệu 
quả, các nhà toán học đã khẳng định không thÊ tìm 
được lời giải của chúng. Tiếp theo đỏ, nẫy ra một vấn 
đề mới rất quyến rñ cùng với tất cả sự khó khăn của 
nó: ldrn thế nào đề chứng mình một bài toán nàu hau 
một bài toán khác là không giải được ? 
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Trong lĩnh vực đại số cũng cỏ một vấn đề tương tự 
như vậy liên quan với bài toán giải các phương trình 
bậc 5 và bậc cao hơn. lronz thế kỷ XVI người ta đã 
chứng minh được răng các phương trình bậc ba và 
bốn cũng được giải theo một qui trình như khi giải 
phương trình bậc hai. Nói chung, có thề đặc trưng qui 
trình đó như sau: lời giải hoặc «các nghiệm » của 
phương trình được biều thị bằng những biều thức 
chứa các hệ số của phương trình và chửa các phép 
toán hữu tỈ — cộng, trử, nhân, chia — hoặc phép khai 
căn bậc hai, bậc ba hoặc bậc bốn, Nói gọn hơn, các 
phương trình đại số bậc không quá bốn «được giải 
bằng căn thức». Dã tưởng có thề mở rộng một cách 
tự nhiên qui trình đó cho phương trình bậc 5 và bậc 
cao hơn bằng cách dùng căn thức bậc tương ứng, 
nhưng không có một cố gẳng nào đạt đến kết quả. 
Vào thế kỷ XVIH đã có lúc cả những nhà toán học lỗi 
lạc cũng lầm tưởng rằng đã tìm ra lời giải, Nhưng 
đến đầu thế kỷ XIX nhà toán học Italia Ruffini (1765 — 
1822) và nhà toán học thiên tài Na uy N.G. Abel 
(1802 — 1829) mới có được một tư tưởng cách mạng 
so với thời đó — chứng mỉnh sự không øgiải được bằng 
căn thức các phương trình đại số tồng quát bậc n. 
Cần hiều rằng, ở đây, ta không đồ cập đến sự tồn tại 
các nghiệm của phương trình đại số bậc n; sự tồn tại 
các nghiệm đã được Gaux chứng minh chặt chế trong 
luận văn tiến sĩ của ông năm 1799, Như vậy sự kiện 
có nghiệm của các phương trình đại số là khỏng còn 
nghỉ ngờ, đặc biệt từ sau khi đã chỉ ra được những 
phương pháp tính gần đúng các nghiệm với độ chính 
xác tùy ý. Nghiệm «bằng số» của các phương trình 
đại số có giá trị lớn trong các ứng dụng, đã được nghiên 
cửu đầy đủ. Dài toàn Abel và Huffini đã được đặt ra 
hoàn toàn khác: Có thể tìm nghiệm chỈỉ nhờ các phép 
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toán hữu tỉ và phép khai căn hay không ? Chính sự 
cố gắng đạt tới câu trả lời dầy du và rõ ràng cho câu 
hỏi này đã thúc đầy sự phát triển tuyệt điệu của dại số 
hiên đại và lý thuyết nhóm, bắt đầu bằng các công 
trình của Rufiini, Abel và L. Galoa (1811 — 1832). 

Sự chứng minh tính không thực biện được của một 
số phép dựng hình học là một thí dụ thề hiện cho xu 
hướng mà ta vừa nỏi đến trong đại số. Bằng cách sử 
dụng các khải niệm đại số, ta có thẻ xác minh ngay 
trong chương này tính không thực hiện được của phép 
chia ba góc, của phép dựng đa giác bảy cạnh đều, của 
việc gấp đôi bình lập phương bằng compa và thước 
kẻ (Dài toán cầu phương hình tròn thì phức tạp hơn 
nhiều). Đề tiếp cận hơn đến vấn đề mà ta quan tâm; 
ta phải đi theo một khía cạnh khác, không tập trung 
vào khia cạnh phủ định (âm tính) của vấn đề — sự 
không thực hiện được những phép dựng nào đỏ — mà 
gán cho nó mọt tính chất dươn›: thế nào là đặc trưng 
đầy đủ cho những bài toán dựng có thê giải được? 
Sau khi giải đáp được câu hồi này sẽ có thê dễ dàng 
xác nhận những bài toán mà ta đang xét là không nằm 
trong phạm trù đó. Năm 17 tuôi, Gaux đã nghiên cứu 
khả năng dựng «các đa giác p — cạnh › đều, trong đó 
p là số nguyên tố, Thời đó, chỉ mới biết cách dựng 
cho các trường hợp p = 3 và p =5. Gaux đã chứng 
minh rằng phép dựng thực hiện được khi và chỉ khi p 
là số nguyên tố Fecma : p=22" + 1.Những số Fema đầu 
tiên là 3, 5, 17, 257, 65537. Phát hiện này đã gây cho 
Gaux ấn tượng rằng ông phải từ bồ nghề triết học và 
quyết định hiến cả đời mình cho toán học và ứng 
dụug của nó, Sau này ông đã đặc biệt tự hào về phát 
minh đầu tiên đó của mình. Sau khi Gaux mất, bức 
tượng bằng đồng thau có bệ hình 17 cạnh đều của ông 
đã được dựng lên ở Gơttingen. Thật khó tưởng tượng 
só một vinh dự nào lớn hơn ! 
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Kui đề cập đến các phép dựng hình học, không nên 
quên rằng bài toán không bao gồm vấn đề về các hinh 
với một mức độ chỉnh xác nhất định trong thực tế, mà 
bao gồm vấn đề có thề thực hiện hay không thực hiện 
được phép dựng bằng lý thuyết với điều kiện các dụng 
cụ của ta là tuyệt đối chính xác. Chính Gaux đã chứng 
mỉnh khả năng hiện thực về nguyên tắc các phép dựng 
mà ông đã xem xét. Lý thuyết của ông không đề cập 
đến vấn đề cách thực hiện phép dựng và việc dùng các 
thủ thuật nào đề đơn giản quy trình hoặc giảm số các 
thao tác dựng cần thiết. Tất cả những vấn đề đó không có 
ý nghŸa lý thuyết lớn lắm. Với quan điềm thực tiễn thì 
những phép dựng như vậy sẽ không thề cho kết quả vừa ý 
hơn so với kết quả đạt được bằng cách dùng một thước 
đo góc loại tốt. Có lể, phải giải thích tình trạng còn 
tiếp tục tồn tại những chuối vỏ tận « những người chia 
ba góc » và « những nzười cầu phương hình tròn », một 
mặt ở nguyên nhản không hiều đặc trưng lý thuyết 
của vấn đồ các phép dựng hình học, mặt khác ở sự cố 
tỉnh không muốn coi trọng các sự kiện khoa học đã 
được xác nhận đầy đủ. Đề nghị một số người nào trong 
số đó hiều được toán học sơ cấp nên nghiên cứu 
chương này. 


Đề kết luận, ta nhấn mạnh rằng, ở một mức độ nào 
đó thì, việc đặt vấn đề về phép dựng hình học của 
chúng ta là có tính chất nhân tạo. Tất nhiên, thước kẻ 
và compa là những dụng cụ hình học đơn giản nhất 
nhưng yêu cầu hạn chế ở những dụng cụ đó trong các 
phép dựng là không thề suy ra được từ bản chất của 
ban thân hình học, Nhưng các nhà (toán học Hy lạp từ 
xa xưa đä xác nhận, mọt số bài toản — gấp đôi hình 
lập phương, chẳng hạn — có thề giải được nếu có éke 
vuông; có thề sáng chế mọi dụng cụ khác bên cạnh 
compa đề vẽ clip, hypebol và những đường cong phức 
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tạp hơn: nhờ đó phạ*wa vỉ các hình dựng dược sẽ được 
mở rộng rất nhiều. Tuy nhiên, ta vẫn phải dựa vào 
những hiểu biết ở trên về sự thực hiện được các phép 
dựng hình học với diều kiện chỉ dùng eompa và thước 
“ẻ mà thôi. 


PHẦN I 


SỰ CHÚNG MINH TÍNH BẤT KHẢ (KHÔNG THỀ) 
VÀ ĐẠI SỐ 


1. Phép dựng trường và rút nghiệm bậc hai. 


§ 1. CÁC PHÉP DỰNG HÌNH HỌC CƠ BẢN 


Trong trật tự của sự phát triền các tr tưởng tổng 
q1át, ta bắt dầu từ việc xem xét một số it các phép 
dựng cô điền, Việc nghiên cứu sâu hơn tính có thề của 
các phép dựng hình học tất yếu có liên quan đến việc 
phiên dịch một bài toán hình học (hành ngôn ngữ đại 
số. Có thề sơ đồ hóa một bài toản dựng hình học bất 
kỳ như sau: Cho trước một số đoạn thẳng nào đó a, b, 
©,... phải đựng một hoặc nhiều đoạn thẳng x, y,... Ngay 
cả đối với những bài toán dựng mới nhìn thì có về 
hoàn toàn khác, ta cũng có thể phát biều lại theo sơ 
đồ đã nêu. Các đoạn thẳng phải tìm sẽ được thề hiện 
hoặc dưới hình thức các cạnh của tam giác cần dựng 
hoặc dưới hình thức các bán kinh của các hình tròn, 
hoặc các tọa độ vuông góc của những điềm phải tìm nào 
đó. Đề cho đơn giản, ta giả thử phải dựng một đoạn 
thẳng x nào đó. Trong trường hợp này thì một phép 
dựng hình học được qui về việc giải một bài toán đại 
số : lập hệ thức (dưới hình thức phương trình) giữa đại 
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lượng x phiảẩi tìm với các đại lượng a, b, c... cho trước 
sau đó, bằng cách giải phương trình ta được một công 
thức cho đại lượng xvà cuối cùng, giải thích xem có thề 
qui việc tính x về những qui trình đại sốt ương ứng vời các 
phép dựng thực hiện bằng thước kẻ và compa hay không. 
Như vậy, các nguyên lý của hình học giải tích sẽ là cơ sở 
của toàn bộ lý thuyết đang xét — sự đặc trưng số lượng 
của cácsựvậthinh học trêncơ sở đưa continum sốthưcvào. 
Trước hết, ta lưu ý rằng các phép toán dại số đơn 
giản nhất sẽ tương ứng với các phép dựng hình sơ cấp. 
Nếu cho trước hai đoạn thẳng có độ dài a và b (phép 
đo được tiến hành bằng một 

đoạn thẳng « đơn vị ») thì rất dễ 


— # dựng các đoạn thẳng a +b, 
„ ê 

z a —b,r.a (r là số hữu tỉ) — 
2 2 b 


H, 27. Phép dựng Muốn đựng a +b(I. 27), ta 

a-Eb và a-=b vẽ một đường thắng và trên đó 

đặt các đoạn OA =a và AlB =b 

bằng compa. Khi đó Ola + b. Trường hợp a —b 

thì đặt OA — a và AB — b nhưng đặt b vẻ hưởng đối 

với hưởng đặt a. Khi đó OD = a — b. Muốn dựng 3a 

ta đặt a -+a-+a, sẽ làm fương tự như vậy, nếu phải 
đựng pa, trong đó p là số 


nguyên, Dưng E bằng cách 


sau (H. 28): Trên đường thẳng 
bất kỳ đặt OA — a, sau đó về 
một đường thẳng khác đi qua Ö 
Trên đường thẳng này đặt một 
đoạn bất kỳ OC =c và dựng ` 
OD =— 3e. H. 28. Phép dựng sx 


Nối A với D và về qua Ê một 
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đường thẳng song sonz với AD, đường thẳng này cất 
OA ở điềm B. Các tam giác OBC và OAD đồng dạng, 
DĐ Séc, — -OC_.S— -Ì và 0B — 
a OA OD 
Tồng quát hơn, có thề dựng a/q (q nguyên) bằng cách 
như vậy. Thực biện thao tác đó 
trên đoạn thẳng p.a, ta dựng 
được r.a (trong đó r =p/q là số 
hữu tỈ tùy ý). 

Muốn dựng a/b (H. 29) ta đặt 
OH =— b và OA = a trên các cạnh 
H. 29. Phép dựng a/ của một góc bất kỳ đỉnh Õ và 

trên cạnh OB ta đặt đoạn OD =1. 

Qua D vẽ đường thăng song song với AB cắt OA 
ở điềm C, Khi đó ta có: OC = a/b, Phép dựng ab được 
thề hiện trên hình 30, ở đây AD là đường thẳng đi qua 
A song song với BC. 

Từ những điều trên suy ra các phép toán đại số « hữu 
tỉ › cộng, trừ, nhân, chia thực hiện trên các đại lượng 
cho trước, có (hề thực hiện nhờ 
các phép dựng hình học. Xuất 
phát tử các đoạn thẳng cho trước 
đo bởi các số thực a, b, c,.,, ta 
có thể đựng một đại lượng tùy 
ý biều thị hữu tỈ qua a, b, c... 
bằng cách thực hiện liên tiếp các 
phép dựng đơn giản, tức là chỉ 
dựa vào bốn phép dựng cơ bẳn H. 39. Phép dựng aÈ 
kề trên. Tập hợp tất cả các đại 
lượng có thề thu được từ a, b, c,.. bằng cách trên tạo 
thành một trưởng số tức là một tập hợp số có tính chất 
là: mọi phép toán hữu tỉ thực hiện trên hai (hoặc nhiều 
hơn) phần tử của tập hợp đó lại cho một phần tử cũng 





nghĩa là 
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của tập hợp đó. Ta nhớ lại rằng tập hợp tất cả số hữu 
tỉ, tập hợp tất cÃ các số thực, tập bợp tất cả các số 
phức cũng lập thành những trường như vậy. lrong 
trường hợp ta đang xét, người ta nói rằng đó là trường 
$§inh ra bởi các số a, b, c,... cho trước. 


Một phép toán mới sẽ đưa chúng ta vượt khỏi giới 
hạn của một trường là phép khai phương. Nếu cho 
trước đoạn thẳng a thì đoạn thẳng Va sẽ dựng được 
chỉ nhờ compa và thước kẻ. Trên một đường thẳng 
bất kỳ ta đặt OÁ — a và AB = 1 (11.31). 


Sau đó vẽ đường tròn đường kinh OH và từ điềm A 
dựng đường vuông góc với OB cắt đường tròn ở điềm 
C. Góc Ö© trong tam giác 
OBC là góc vuông (theo 
một định lý đã biết trong 
hình học sơ cấp: góc nội 
tiếp trong nửa đường 
tròn là góc vuông). 
Nghĩa là ÔCA_ = BC 
H.31. Phép dựng Ứa_ và các tam giác vuông 

OAC và CAB đồng đạng. 





Nếu đặt AC « x, ta có: 

2 ` —-*“,x—a,x=a. 

x 1 

2 Đa giác đều. Bây giờ ta xét một số bài toán dựng: 

phức tạp hơn. Ta bắt đầu bằng phép dựng thập giác 
đều. Ta giả thiết rằng hình thập giác đều nội tiếp 
tronø hình tròn bán kính 1 (H.32) và biểu thị cạnh của 
nó là x. Vì góc ở tâm nhìn cạnh x là 369%, cho nên mỗi 
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góc còn lại của tam giác lớn là 
7.9, Như vậy thì đường dứt đoạn 
sẽ chia đòi góc A và chia tam giác 
OAB thành bai tam giác cân có 
các cạnh bên là x. Do đó bán kính 
đường tròn sẽ göm hai đoạn x và 
| — x. Vì tam giác OAB là đồng 
dạng với tam giác nhỏ trong hai 
tam giác mà nỏ bị phân chia ra, 





H. 32- Thập giác đều 





cho nên ta có -L— — —. Tỉ lệ này dẫn đến 
x 1 —x 


phương trình bậc hai x? -- x — 1 =0, một nghiệm của 
nó có dạng x = (ta không đề ý đến nghiệm 


còn lại vì nó tương ứng với giá trị âm của x). Tử 
công thức thu được (ta thấy có thề dựng đoạn x bằng 
hình học. Có đoạn x, ta dựng được thập giác dều 
bằng cách đặt mười lần dây cung x theo đường tròn. 
Từ đó, ta cũng dễ dàng dựng được ngũ giác đều 
bằng cách nối cách một các đỉnh của thập giác với 
nhau. 

Đáng nhề dirng Võ theo phương pháp chỉ trên 
hình 31, ta cũng có thể dựng cạnh huyền của tam giác 
vuông có các cạnh 1 và 2. Sau đó bớt đi một đơn vị 
và chia đôi đoạn còn lại, 

Tỉ số OB/AB trong bài toản vừa xét được gọi là tỷ số 
«vàng » vì theo ý kiến của các nhà toán học Hy lạp thì 
hình chữ nhật mà các cạnh có tÍ sö đó là thích hợp 
đặc biệt về thầm mỹ với mắt ta. Giá trị của tỈ số này 
gần bằng 1,62, 

Trong tất cả các đa giác đều thì lục giác đều để dựng 
nhất. Vì độ đài mỗi cạnh của lục giác đều nội tiếp 
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trong hình tròn bẫnz bán kính 
hình tròn, cho nên việc dựng 
nó không cỏ khó khăn gì 
nếu tađặt theo đường tròn 
sáu lần đoạn thẳng bán kinh. 


Nếu có mội đa giác đều n— 
cạnh thì có thề dựng được 
ngay đa giác đều 2n — cạnh 
bằng cách chỉa đôi cung giữa 
hai đỉnh kề nhau của đa giác 
n — cạnh, Hắt đầu tử đường 
kính của hình tròn (đa giác « hai cạnh ›» đều nội tiếp) ta 
đựng liên tiếp các đa giác 4, 6, 16,..., 2ˆ—canh. Cũng 
vậy, bắt đầu từ lục giác, ta dựng được đa giác 12, 24, 
48... cạnh, còn bắt đầu từ thập giác, ta được đa giác 
20, 40,... — cạnh. 

Nếu biều thị độ dài một cạnh của đa giác n—cạnh 
đều nội tiếp trong hình tròn đơn vị (tức là hình tròn 
có bản kính l) là s„ thì cạnh của đa giác đều 2n — 
cạnh là : 





H.33 Lục giác đêu 


S2n — VA—W4—-s.2 
Điều này được chứng minh như sau (H.34): 
8a = DE = 2ÙÒC, s¿„ = DB và AB = 2. Diện tích tam 


giác vuông AlD bằng + BD.AD, hoặc bằng — AH, CD. 
vì AD = VAB?—CD? cho nên, nếu đặt AB= 2, BD =sz„ 
CD = % sạ và so sánh hai biều thức điện tích với 
nhau, ta có : 

S§n = 82n 4 —S„¿ä hay Sn “^“ San (4 — San). 


Còn phải giải phương trình bậc hai đối với x = s;ã và 
khi chọn nghiệm lưu ý rắng x phải nhỏ hơn 2, 
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Từ công thức đó suy ra (vì S+— 


s4 cạnh hình vuông bằng 27) ; 
Sg _ V2 — 2 9 
6 xú ————=—>=. 
Ssạ = W2—ÿ2+ V5 " 
£ Sao P= W?” V2+V3+ V2 Y.Ý..‹ 
H.34. Gãp đôi cạnh của Mà 
đa giác đều Ta có công thức tỒng quát 
(khi n > 2): 


sạ = Ƒ2—VẤT V2+ TẾ › 


trong đó vẽ phải bao giơ cũng có n—Í căn thức. Chu 
vi của đa giác 2"—cạnh nội tiếp trong hình tròn bản 
kinh l bằng 2°s,„, Khi n tiến tới vô hạn, chu vi đó cỏ 
giởi hạn là độ dài đường tròn, bằng 2% theo định 
nghĩa : 
2"s„°" ~» 2w khi n —+> œ, 

Chia cho 2 và thay m vào chỗ n—1 tả được công thức 
sau đây cho số +: 


2m V2-?++..+f2 2+... Ð2” ~—> œ (khi m — e) 
m căn thức 


Ta tóm tắt các kết quả tìm được ở đây như sau: 
Các cạnh của đa giác đều 2"—cạnh, 5.2"—cạnh và 3.2"— 
cạnh nội tiếp trong hình tròn đơn vị được tỉnh bằng 
các phép toán hữu tỉ— phép cộng, phép trừ, phép 
nhân, phép chia — và phép khai phương. Do dó cỏ thề 
dựng được chúng bằng compa và thước kẻ. 
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ở. Bài toánApolôniot. Một bài toán dựng khác sẽ được 
giải khá đơn giản nếu xét nó với quan điềm đại số — 
đó là bài toán nồi tiếng của Apòlôniut về dựng đường 
tròn tiếp xúc vời ba đường tròn cho trước đã nhắc đến 
ở trên. Trong điều kiện của doạn này chủng ta thấy 
không cần thiết phải tìm một lời giải đặc biệt thanh 
lịch của nó. Ta chỉ cần xác nhận một vấn đề quan 
trọng về mặt nguyên tắc: bài toán Apôlôniut giải được 
bằng compa và thước kẻ. Ta sẽ nếu vắn tắt chứng minh 
của nó; vấn đề về phép dựng đẹp nhất sẽ được trình 
bảy ở sau. 

Giải thử tâm của ba đường tròn cho trước lần lượt 
có tọa độ (xị, Y¡), (S;, Vy¿) Và (Xa; Vạ), còn các bần kính 
bằng Tạ, rạ và rạ.. Biểu thị tọa độ tâm đường tròn phải 
tìm là (x, y), bán kính là r. Dễ dàng viết ra các điều 
kiên tiếp xúc của hai đường tròn nếu chủ ý rằng khoảng 
cách giữa các tâm bằng tông hoặc hiệu các bản kinh 
tùy thco chúng tiếp xúc ngoài hay tiếp xúc trong. Viết 
ba điều kiện của bài toán dưới hình thức đại số, ta 
được ba phương trình; 


_(X —X¡)? + (y — vị + (r+r,)° =0 Œq) 
(x — %¿)? + (y — y¿)” - (r + r¿)? = 0 (2) 
(x — %¿)? + (y —y2)? + ( + r;)!* =0 (3) 


sau khi biến đồi có dạng: 

x?-y3— 1? — 2xX¡ — 2ÿY¡ + 2rr-+ x) -+-y? + r¡ =0 (1a) 
Y.Y...„; tronp mỏi phương trình phải chọn dấu (+) hay 
dấu (—) tùy theo sự tiếp xúc là ngoài hoặc trơng (H. 35). 
Các phương trình (1) (2), (3) là bậc hai đối với các ần 
š, y„ ï, nhưng chúng có các số hạng bậc hai nằm trong 
các tô hợp giống nhau như ta đã thấy trong dạng khai 
triền (1a). Bởi thế, nếu trừ (1) cho (2) ta được một 
phương trình tuyến tỉnh đối với x, y; r: 
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H. 35. Các đường tròn Apôlôniut 


ax + by + cr=d (4) 
trong đó a = 2(x;¿ — X¡) v.v.. Cũng vậy, trừ (1) cho (3) 
ta có phương trình tuyến tính : 
a'x + by +_cr =d' (5) 
Giải các phương trình (4) và (5) đối với các ân x và y, 
những ần này được biều thị tuyến tính qua r, sau đó 
thế vào (1) ta được một phương trình bậc hai đối với 
r giải được bằng các phép toán hữu tỉ và khai căn. Nói 
chung, phương trình này có hai nghiệm, trong đó chỉ 
có một nghiệm đương, Tính xong r, ta tìm tiếp các giá 
trị x và y bằng cách thể (r) vào những công thức đã thu 
được trước đó. Đường tròn tâm (x, y) bán kínhr phải 
tiếp xúc với ba đường tròn đã cho. Trong toàn bộ quả 
trình giải chỉ có những phép toán hữu tỉ và phép khai 
phương tham gia. Từ đó suy ra rằng phép dựng x, y 
và r có thể thực hiện được chỉ nhờ compa và thước kẻ. 
Trong trường hợp tồng quát, bài toán Apôlôniut có 
8 lời giải tương ứng với 2.2.2 = 8 tồ hợp có thề được 
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trong việc chọn các dấu (-—) và (—) tronz các phiơng 
trinh (1), (2), (3). Việc tra chọn các đấu thích hợp phụ 
thuộc vào kiều tiếp xúc (trong hoặc ngoài) với mỗi 
đường tròn cho trước. Quá trình đại số của chúng 
ta hoàn toàn có thẻ không dẫn đến các giá trị thực % 
y và r. Chẳng hạn, đó là trường hợp cả ba đường tròn 
cho trước dồng tâm; khi đỏ thì tất nhiên bài toán hình 
học của chúng ta khòỏng cớ một lời giải nào. Cũng cần 
(thấy trước khả năng xảy ra trường hợp «suy biến»: 
chẳng hạn, nếu cả ba đường tròn «suy biến » thành 
những điềm củng nằm trên một đường thằng ; khi đó, 
đường tròn Apôlôniut sẽ «suy biển» thành chính 
đường thẳng đó. Ta không thấy cần thiết phải xem xét 
tất cá các chỉ tiết của vấn đề. Chinh ban đọc có những 
kỹ năng đại số, sẽ tự làm việc đó. 


Š2. CÁC SỐ CÓ THIẾ DỰNG ĐƯỢC VÀ CÁC TRƯỜNG SỐ 


1. Lý thuyết tòng quát. Trong những trình bày ở trẻn, 
ta dã cố sắng xác dịnh cái nền đại số chung của các 
phép dựng hình học. Mỗi phép dựng hình học là một 
chuỗi các giai đoạn liên tiếp trong số các giai đoạn sau 
đây : 1) về đường thắng qua hai điềm, 2) tìm giao điểm của 
hai đường thẳng, 3) vẽ đường tròn có tâm và bán kính 
cho trước, 4) tìm giao điềm của đường tròn với một đường 
tròn khác hoặc một đường thẳng. Một yếu tố (điềm. 
đườngthẳng, đường tròn) được coi là đã biết nếu nó là 
gia thiết cho trước của bài toán, hoặc nếu đã dựng được 
nó trong giai đoạn trước của bài toán. Khi phân tích 
bài toản về mặt lý thuyết, ta mang toàn bộ phép dựng 
đanz xét vào một hệ tọa tọa độ x, y nào đó, Khi đó các 
yếu tố cho trước được biều diễn bởi những điền hoặc 
những đoạn thẳng trong mặt phẳng x, y. Nếu chỉ cho 
trước một đoạn thẳng thì nó có thể được thừa nhận lả 
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đoạn đơn vị, do đỏ một điềm x = l1, y — Ö được xúc 
định. Có khi, trong quá trình dựng nảy ra những yếu 
tố tùy ÿ: về những đường thẳng bất kỳ, dựng những 
điềm hoặc đường tròn bất kỳ (thí dụ có thề gặp yếu tố 
bất kỳ khi dựng trung điềm của một đoạn thẳng: vẽ 
hai đường tròn có tâm là các mút của đoạn thẳng có 
bản kinh bằng nhau tùy ý, sau đó nối các giao điểm 
lại). Trong những trường hợp tương tự, bao giờ cũng 
cỏ thể coi yếu tố tủy ý là hữu tỉ: có thề chọn điềm tủy 
ý sao cho nó có các tọa độ hữu tỉ, một đường thẳng tùy, 
ý ax-E- by + c =0 sao cho các hệ số a, b, c là hữu tỉ, 
một đường tròn tủy ý sao cho các tọa độ của tâm‹và 
độ dài của bán kính là hữu tỉ. Ta qui ước rằng, 
nếu có những yếu tố tủy ý tham gia phép dựng thì ta 
sẽ chọn chúng là hữu tỉ: vì những yếu tố đó thực sự 
là tùy Ý, việc lựa chọn như vậy không ảnh hưởng đến 
kết quả phép dựng. 

Đề cho đơn giản, trong lập luận sắp tới ta giả thử 
rằng trong giả thiết của bài toán chỉ cho một yếu tổ — 
đó là đoạn thẳng có độ dài l. Khi đỏ, theo các kết qua 
§1, ta có thể dựng bằng thước kẻ và compa mọi số thu 
được từ đơn vị nhờ các phép toán hữu tỉ, tức là các 
số hữu tỉ r/s, trong đó r và s là các số nguyén. Hệ 
thống số hữu tỉ là «dóng kín» đối với các phép toán 
hữu tỉ: tồng, hiệu, tích, thương (bao giờ cũng trừ 
trường hợp chia cho 0) của hai số hữn tỉ là những số 
hữu tỉ. Mọi tập hợp số có tính chất đóng kín đối với 
bốn phép toán hữu tỈ gọi là một frường số. 

Xuất phát từ đơn vị, có thề xây dựng toàn bộ trường 
số hữu tỉ, đo dỏ xây đựng được mọi điềm hữu tỉ (tức 
là những điềm có cả hai tọa độ đều hữu tÏ) trong mặt 
phẳng x, y. Sau đó, nhờ compa có thể xây dựng những 
số hữu tỉ loại V2, mà ta đã.biết là nó đã vượt ra ngoài 


18 


http://tieulun.hopto.org 


giờởi hạn của trường số hữu tỉ (xem § 2 chương lÌ). 
Nhưng, dựng xong Ý2;, còn có thể dựng tiếp các số 
dạng a -L bV 2 (1) nhờ các phép đựng hữu tỉ (61), trong 
đó a và b là những số hữu tỉ, Cũng có thề dựng các số 


dạng —=. hoặc (a + bỸ2)(e + dự2) trong đó 
a, b, c, d hữu tỉ. Tuy nhiên, các số này bao giờ cũng 
có thể viết dưởi dạng (1), Thực vậy : 

a + b2 a + bƒ2 c— d/2 —_ 

cT+ dƑÿ 2  cĂ+ d2 c — dƑ 2 

ac — 2bd bc — ad 

“ST 0d x 1c —a: V2 =p+ q2, 

trong đỏ p và q hữu tỉ. KỤP số c? — 2d? khác 0 bởi vì 


từ c* — 2d?—0suy ra Yy2= điều này mâu thuẫn 


P ® 
vì V2 vô tỉ). Cũng vậy : 

(a -- bý 2 )(e + đý 2)=(ac + 2bd) -+ (be + ad) V 2 = 
=r-+sý2, 

trong đỏ r và s hữu tỉ, Như vậy, xuất phát từ 2, ta 
có thể dựng được tất cÃ các số dạng (1) trong đó a và 
b hữu tỉ. 

Như lập luận trước đây đã chứng tỏ, các số dạng (1) 
tạo thành một trường. Trường này rộng hơn trường số 
hữu tỉ và chứa nó như một bộ phận («trường con ?). 
Tất nhiên, trường mới không rộng bằng trường số thực. 
Ta biểu thị trường số hữu tỉ là Fọ, trường số dạng (Ÿ) 
là Fạ Ta đã chứng mỉnh có thể dựng mỗi số thuộc 
trường « mở rộng » E,. Có thể tiếp tục mở rộng phạm 
vi số dựng được, bằng cách sau đây cbẳng hạn: chọn 
một số trong trường F,„; thí dụ số k=— 1 + V2 ,đem 
khai phương nó ta được một số ruới có thề dựng được 
vi+vd2Z = yYK- Số này sẽ sinh ra một trường ($1) 
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gồm tất cả các số dạng p + qV k (2), trong đó p và q 
là những số thuộc trường E¿, tức là các số dạng a -L bV 32 › 
trong đó a và b là những số hữu tỉ thuộc bọ. 

Tất cả những số này là dựng được với điều kiện chỉ có 
một đoạn thẳng cho trước ban đầu. Nếu cho trước hai đoạn 
thẳng thì một đoạn có thề được nhận làm đoạn thẳng đơn vị. 
Ta giả thiết rằng đoạn thẳng thử hai được biều thị qua đoạn 
thẳng thứ nhất bằng số #, Khi đó có thề dựng một trường Ở 
gồm tất cả eác số dạng: 

am#” +} am-ie ”T! + .«. dị a¡6 TĐ} ao 

bạ#” +© bạT¡#””1 +} ,.. C bị# + bọ 
trong đó ao...-› ẩm Và bọ:ss‹.s bn hữu tỈ (m và n là những số 
nguyên đương tùy ý). 

Bày giờ ta sẽ xuất phát từ một giả thiết tồng quát 
hơn. Giá thử ta biết cách đựng mọi số của một trường 
số Ï nào đó. Ta sẽ chứng tỏ rằng piệc chỉ dùng thước 
kẻ kháng đưa ta 0ượt ra ngoài giới hạn của trường F. 
Phương trình cua đường thẳng đi qua bai điểm tọa độ 
a¡; bị và a¿, b› thuộc trường F có đạng: (bị — bạ) x -L 
+ (a¿ — A¡)Yy + (aibạ — a¿b,) —0. Các hệ số của 
phương trình này đều phụ thuộc hữu tỉ vào các số 
trong trường F và do đó bản thân chúng cũng thuộc 
trường F Hơn nữa, nếu ta có hai đường thẳng ax -+- 
+ By + =0 và zxx + By + Y' =0 với các hệ số 
trong E, thì tọa độ giao điềm của chúng, thu được trong 
khi giai hệ thống các phương trình đó, sẽ là: 

TR, —BT' - — aT' —Ta' 
sỆ' — ñc  P Tán — ga 

Bởi vì chúng cũng là các số trong E, cho nên rõ 
ràng việc chỉ áp dạng thước kể không đưa ta ra khỏi 
giới hạn của E. Nhưng ta có thể vượt ra khỏi E nhờ 
compd. Muốn thể, ta chọn trong trường F n.ột số k nào 
đỏ sao cho số Vk_. không thuộc E. Số V k cũng nhự 


X = 
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cac số dang a-E b ý 2 (3) trong đó a, blà những số tùy 
ý trong F là dựng được nhờ compa. Tông và hiệu của 
hai số a +- b kvwà c-+d V k, tich của chúng 
(a+bVK}(€ + đVk) = (ae + kbẩ) + (ad — be)ƒ k 
và tỈ số của chúng: 

a-EbVk_ (a+ bŸk(€— dýk _ 

TY! oán c°— kd? "¬ 

ae — bd . be —ad  ,—— 

= {Tra + œŒtd Ý k 
lại là các số đang p + qV k, trong đó p và q thuộc E: 
(Mẫu số c — kd? không triệt tiên, bởi vì c và d không 


_ sÈ 
đồng thời bằng 0; nếu không, ta sẽ có  k =+g điêu 


này mâu thuần với giả thiết ƒ k không thuộc F). Như 
vậy, tập hợp các số đạng a + bỹỸ K tạo nên một trường 
E' nào đó, Trường E` chửa trường như Ï như « một 
trường con » (chỉ cần đặt b = Ú). Ta sẽ gọi Ï°' là trường 
« mở rộng ». 

Đề làm thí dụ ta xét trường F các số dạng a + bƒ 2, 
trong đó a, b hữu tỉ. Ta lấy k=— ý2. Khi đó, các số 
của trường mở rộng F`* có dạng (p + q)V 32, trong đó 
p và q thuộc F, p = a-- bƒ2, q = a' +b' 2 (các 
số a, b, a', b' đều hữu tÏ). Mọi số thuộc F' đền có thể 
viết được dưới dạng đỏ, chẳng han: 


"1¬... \2 =2. =Y2-ŸY3__ 
{2+2 (@2+v2)y2—W2 2—v2 
-_W2 V123 _ÿ2@+ Y2_2+V2vs.. 
2—V2. 2_—V2 d=~—-92 4—92 


=(1 + V2) -Ñ + „Y?) V2, 
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Ta đã chứng minh được rằng, xuất phát tư môi 
trường | các sỐ dựng được nào đó và nếu chọn 
mỘt xố k tùy ý của trường đó, ta có thể. đựng 
số ƒƑ k bằng thước kẻ và compa, nghĩa là dựng được 
mọi số dạng a-+-b ƒ k, trong đó a, b thuộc E, 

Hây giờ ta sẽ chứng minh đảo lại nếu chỉ dùng com- 
pa, ta chỉ có thê thu được các số có dạng đã nẻu. Thực 
vậy, với một lần áp dụng compa chỉ có thể làm được 
một trong hai việc: hoặc tìm giao diềm của dường 
tròn và đường thẳng, hoặc tìm giao điềm của ha ï 
đường tròn (mỗi việc tương đương với phép dựng tọa 
độ giao điềm). Đường tròn tâm E, n bán kính r có 
phương trình (x—£§)? + (y — n)® = r?; bởi thế nếu š, +, 
r, thuộc ÏF thì phương trình đường tròn được viết dưởi 
dạng x2-¡- y# -E 2x + 2y -E y = 0 sẽ có các hệ số z, j, + 
cũng thuộc F. Đường thẳng ax+-by-+c =0 nối hai 
điềm cỏ tọa độ thuộc F cũng sẽ có các hệ số thuộc E. 
Khử y tử bai phương trình này ta được một phương 
trình bậc hai dạng Ax? + Hx--C =0 đối với Lọa độ x 
của giao điềm của đường tròn và đường thẳng với các 
hệ số A, B, Ó€ thuộc F (cụ thề a? + b2 = A, 
2(ac  Ùb2z — abg) = B, c° — 2bcj -L b*Y =: Ô). 

Nghiệm được ch› bởi công thức: 


—B+ ý B:—4AC 
2A 
có dạng pqV k, trong đó p, q, k thuộc F. Đối với 
tọa dộ y của giao điềm ta cũng có công thức như vậy, 
Mặt khác, nếu đề cập đến hai đường tròn 
x? +-v?-L 2xx-++- 2BY + y = 
x?+y?+2x'x-+-28'y + y'=0, 
thì khi trừ phương trình này cho phương trình kia, ta 
được phương trình tuyến tinh 


(@œ— z9) x+(ð0—P')y +rœ—y)= 


k 


—— 
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cỏ thề giải được nếu kết hợp nó với một trong hai 
phương trình đường tròn. 

Trong cả hai trường hợp, phép dựng sẽ cho ta hai 
tọa độ của một hoặc hai điềm mới, những đại lượng 
mới này có đạng p+q Ý k, trong đó p, q, k thuộc È 
Đặc biệt bản thản V k có thề thuộc F, chẳng hạn, nếu 
k =4. Nhưng nói chung điều này không xảy ra. 

Ta tóm tắt lại một lần nữa. Xuất phát tử một số đại 
lượng cho trước nào đó (các đoạn thẳng hoặc các số) 
bằng thước kẻ, ta có thề dựng được mọi đại lượng của 
trường F sinh ra bởi các đại lượng cho trước nhờ các 
phép toán hữu tỉ, nhưng không vượt ra khỏi giởi han 
của trường đó. Nếu dùng compa ta sẽ mở rộng trường 
các đại lượng có thể dựng được và được một trường 
mới mở rộng F* gồm các số dạng a-+b{`k trong đó 
a, b, k thuộc E. Trường F là trường con của trường 
F`'; mọi số thuộc F cũng thuộc F`* vì có thể đặt b= U 
trong công thức a-+b V k (giả thiết rằngƒk là một 
số không thuộc F, nếu trải lại thì F' trùng với F). Ta đã 
chứng tỏ rằng sau mỗi bước dựng hình (tức là về 
đường thẳng đi qua hai điềm cho trước, về đường tròn 
có tâm và bán kính cho trước hoặc tìm giao điềm của 
hai đường tròn hoặc hai đường thẳnz cho trườc) hoặc 
ta thu được những đại lượng thuộc trường ban đầu. 
hoặc khi dựng một căn bậc haita được một trường mới, 
một trường mở rộng của các đại lượng dựng được. 

Bay giờ, ta sẽ xác định chính xác tập hợp tất cả các 
đại lượng dựng được chỉ bằng thước kẻ và compa. Ta 
sẽ xuất phát từ một trường Fạ nào đó xác định bởi các 
đại lượng nằm trong giả thiết của bài toán. Chẳng hạn, 
đó sẽ là trường số hữu tỉ nếu như chỉ cho trước một 
đoạn thẳng chọn làm đơn vị. Sau đỏ «gắn » vào trường 
một đại lượng Vkạ (kẹ thuộc Fạ, nhưng vkạ không 
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thuộc ạ), ta dựng một trường mới l` các số dựng 
được có dạng a -E- bạ Vkạ, trong đó ao; bạ thuộc Eạ. 
Tiếp đó, nhờ việc «gắn» Vk, (kị thuộc Fị, nhưng Vk, 
không thuộc F¡) vào thì ta được một trường mới F¿ 
gồm các số có dạng 4y -L b, Vk; trong đó a, và bị thuộc 
Ey. Lặp lại quy trình này, ta đi đến một trường F, sau 
việc đgắn › vào n căn thức bậc hai. Bằng thước kẻ uà 
compa !a có thề dựng được những số Inà sau mội số 
hữu hạn lần « gắn » 0ào theo cách mó lä ở trên oẵn nằm 
trong trưởng mở rộng Ï. uà chỉ dựng được những số 
đó thôi. 

Số n lần «gắn» vào không có giả. trị gì đặc biệt lớn. 
Tuy nhiên, nó xác định một phần mĩrc độ phức tạp 
của bài toán đang xét. Ta minh họa quy trình vừa mô 
lä bằng thí dụ sau. Phải dựng số 


võ + |/YYT+ 3+ v§+5 
Giả thử Fạ là một trường số hữu tỉ. Đặt kạ = 2, ta 
được trường F, chứa số 1 + 2. Sau đỏ lấy kạ = 1+ V 2 
và kạ = ả. Số 3 được chứa trong trường ban đầu F, do 
đó nằm trong trường Fạ, vì thế đặt kạ = 3 là hoàn toàn 
có thê được. Sau đỏ ta chọn k; = V 1+2 + YŠ và cuối 


cùng k„== l Vì + V2+ V3 + 5. Trường F¿ thu được 
sau đó sẽ chứa số ta cần có bởi vì V6 chứa trong nó 


V2 và ƒ3, cho nên tích của V2 và V3 nằm trong F¿, 


tức là nằm trong F,. 


2. Mọi só dựng được là số dại số. Nếu trường ban đầu 
Fo là trường hữu tỉ &inh ra bởi đoạn đơn vị) thì moi số dựng 
được là các số đại số (định nghĩa số đại số đã nêu ở trang 
181). Chính các số của trường F¡ là các nghiệm của những 
phương trình bậc hai, các số của trường F: là các nghiệm của 
phương trình bậc bốn và tổng quát, các số của trường Fy là 
cac nghiệm của phương trinh bậc 2“ với hệ số hữu tỉ. Trưởo 
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tiên, ta sẽ chứng mình điều này đối với trưởng Fs và bắt đầu 


bằng mội thi dụ, Giả thừ x = Ý2-+-Va-+-V2 V2. Ta có (x - V2)?= 
=3 + Ý2, x?-++2—2Ý2.x=3—+ V2 hay x?—1= V2(2x-©) 
là phương trình bậc hai với các hệ số trong Fị. Bình phương 
hai về dược phương trình`(x? — 1)? = 2(2x-E-1)” là bậc bón 
với các hệ số hữu tỈ. Trong trường hợp tổng quát thì một số 
bất kỳ của trường F¿ sẽ có đạng x=p+q oi (4) trong đó 
Pp› q. 0 thuộc trưởng F¿, tức là có dạng p=a 'hcb Hs, \ Nang 
=ec + d VỨs,oò=e+ FWs. TONG HỘ b, c, d, tiêu cIà 
những số hữu tỉ. Từ đẳng thức (4) ta có x? — 2px + p? = do, 
trong đó tát cả các hệ số đều thuộc trưởng F và được sinh 
ta bơi đại lượng Vs. hỡi thế có thề viết lại đẳng thức cuối 


cùng thành đẳng thức xŸ +° ux + v = Ýs (rx +0 rong đó 
các hệ số r,s, t,u,v là hữu tỉ. Bình phương lên ta được 
phương trình bậc bốn (x? -+ˆ ux -° v} = s(rx —h t) (5) với 
các hệ số hữu tỉ, Bó là điều phãi chứng mình. 

Muốn kết thúc chứng mình định lý cho trưởng hợp tông 
quát, khi x thuộc trường ï „ vời chỉ số k tùy ý; chỉ cần chứng 
tỏ như ở trên rằng x thỏa mãn một phương trình bậc hai với 
các hệ số trong trưởng Fạu-¡. Sau đó, bằng cách lặp lại qui 
trình chứng mĩnh, ta chứng minh rằng x thỏa trấn phương 
trình bậc 2? =—= 4 với các hệ số trong trường Py_¡› 0< Š k. 
Khi Ì = k ta sẽ có kết quả cuối cùng. 


§ 3. BA BÀI TOÁN CỎ ĐIỀN KHÔNG GIẢI ĐƯỢOC 


1. Gấp đôi bình lập phương. Đến đây ta đã chuẩn bị 
đầy đủ đề nghiên cứu các bài toán từ cồ xưa về chia 
ba một góe, gấp đôi một hình lập phương và dựng 
hình đa giác bảy cạnh đều. Trước hết ta xét bài toán 
gấp đôi hình lập phương. 


Nếu hình lập phương cho trước có một cạnh bằng 
đơn vị thì thề tích của nó sẽ bằng một đơn vị thể tích, 
Cần tìm cạnh x của hình lập phương mà thể tích lớn 
gấp đôi. Như thế thì canh phải tìm thỏa mãn phương 
trình bậc ba đơn giản: x2? — 2 = 0 (1) 
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Chứng minh của ta về sự không thể dựng được số 
x chỉ bằng thước và compa có tính chất « gián tiếp ». 
Giả thử 'có thể dựng được như vậy. Thế thì theo các 
kết quả thu được ở trên, số x phải thuộc vào một 
trường F, nào đó suy ra từ trường số hữu tỉ bằng cách 
«uắn» liên tiếp vào đó các căn thức bậc hai. Bây giờ 
ta chứng tỏ rằng giả thiết này sẽ dẫn tới mâu thuần. 
Ta đã biết số x không thể thuộc trường số hữu tỈ Fọ 
bởi vì 2 là số vỏ tỉ. Có nghĩa là phải giả thử rằng nó 
thuộc vào một trong các trường mở rộng Ï°,, trong đó 
k là số nguyên đương. Ta có quyền giả thiết k là số. 
nhỏ nhất trong các số nguyên như vậy, tức là giả thiết 
x thuộc Ƒ¿„ nhưng không thuỏc F,-¡. Điều này nghĩa 
là có thề viết x dưới dạng x = p + qƒ ø, trong đó p, 
q và œ thuộc một trường È°,_—¡ nao đó, nhưng V œ không 
thuộc trường đó. Tiếp đó, bằng cách dựa vào một lập 
luận đại số khả đơn giản (những lập luận tương tự 
được áp dụng tương đối nhiều) ta chứng tỏ nếu 
P +d V ö là nghiệm của phương trình (1) thì y = p— 
— qŸ o cũng là nghiệm của phương trình đó. Bởi vì x 
thuộc trường E, cho nén x? và x? —2 cũng thuộc trường 
Fyv; nghĩa là : 

xu —2 =A+ bù 
trong dó a và b thuộc F, , Dễ tính được 
a —=p?+3pq?œ—2 và b = 3p?q-+q?œ. Nếu ta đặt y —=p- 
qƒœ thì dễ thấy rằng y? — 2= a—b ƒ øœ (2'). Vì ta đã 
giả thiết x là nghiệm của phương trình (1) cho nên 
a + bÝuo = 0Ú (3). Nhưng từ đẳng thức này lại suy 
ra cả hai số a và b-bằng 0 (đây là khâu cơ bản của lập 
luận !). Thực vậy nếu b khác 0 thì từ (3) ta có đẳng 


, — a =- 

thức ƒœ =— Ðb trái với giả thiết ƒœ không thuộc 
trường F,_¡. Như vậy b = 0, khi đó tử (3) suy ra a:= 
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Nhưng nếu ta xác nhận rằng a= b=0 tbì từ đẳng thức 
(2') suy ra ngay y= p—qVWøœ là nghiệm của phương 
trình (1) bởi vì y'— 2= 0. Hơn nữa, y zZ x, tức là 
x—yz0. Vì số x —y = 2q o chỉ có thể triệt tiêu khi 
q =0 mà trong trường hợp này thì x= p sẽ thuộc vào 
trường F„_, là điều mà ta không giả thiết, 

Ta đã chứng minh rằng nếu x= p +- qÝ œ là là nghiệm 
của phương trình bậc ba (1) thì y = p —qÝ® œ là một 
nghiệm khác không bằng với nỏ cũng củ^ phương 
trình ấy, Những điều này dẫn ngay đến mâu thuẫn: 
Y=p_— qƒo là số thực bởi vì các số p, q Vo đều 
thực, nhưng phương trình (1) chỉ có một nghiệm thực 
và hai nghiệm ảo. 

GiẢ thiết ban đầu của chúng ta dẫn đến mâu thuẫn 
tức là nó sai; bởi thế, nghiệm của phương trình(1)không 
thề thuộc vào trường K,. Như vậy, việc gấp đôi hình 
lập phương chỉ bằng thước và compa làkhông thể được. 

2. Một định lý về phương trình bậc ba. Phần kết 
thúc của lập luận đại số vừa dẫn thiịch ứng với một 
phương trình đặc biệt mà ta đã ngbiên cứu đến. Muốn 
nghiên cứu hai bài toán khác nữa của thời xưa thi 
phải dựa vào một định lý nào đó có tính chất tỒng 
quát. Với quan điềm đại số thì cả ba bài toán đều liên 
quan đến việc giải phương trình bậc ba. Ta đã biết 
nếu xạ, x;, x; là ba nghiệm của phương trinh bậc ba: 

z? + az?-+- b¿ -+_c=0 (4) 


(1 Đa thức z3 + az? + b¿ + c thề viết đưới dạng tích của 
ba thứa số Œ — xỊ) (2z — xẹ) (z — lạ) trong đó xị, xạ, X; là 
các nghiệm của, phương trình (4). Tử đó suy ra đồng nhất 
thức? z2? + azŸ + bz + c = Z2 - (xị Ð xe +Đx3z?2+ (x¡1za -P 
-t xexa Ï xiX3s)z — xixexs, và bởi vì các hệ số trong eác lũy 
thửa cùng bậc phải bằng nhau cho nên: 

— a= Xi Dxe*T xv, b = tixe XeXa Ÿ XiXs§, €C = —XIXSK¿. 
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thì chúng liên hệ với nhau bởi hệ thức : 

Xị + X¿ + X;ạ = —aC tỒ) 
Ta xét phương trình bậc ba (4) trong đó các hệ số a, 
b, c là các số hữu tỉ. Tất nhiên, có thể xảy ra trường 
hợp một trong các nghiệm của phương trình là số hữu 
tỉ; chẳng hạn phương trình x2 — l = 0có nghiệm 1 là 
hữu tỉ, khi đó thì hai nghiệm kia thỏa mãn phương 
trình bậc hai x? -- x + Í —0 là các số ảo- Bày giờ ta 
sể chứng minh một định lý tồng quát như sau: Aếu 
một phương trình bạc ba uới hệ số hữu tỉ khóng có nghiệm 
hữu !ỉ thì, xuất phát từ trưởng hữu tL Fo, không thê có 
một nghiệm nào của nó có thề dựng được chỉ nhờ coinpa 
tủ thước kẻ. 

Ta sẽ chứng minh bằng phương pháp gián tiếp như ở 
trên. Ta giả thử rằng số x nghiệm đúng phương trình {4) 
là dựng được. Như vậy x phải thuộc một trường Èy 
nảo đó là trường cuối củng trong chuỗi các trường mở 
rộng liên tiếp Fọ, E¿,..., F„, Như trước đây, ta có quyền 
giả thiết rằng không có nghiệm nào của phương trình (4) 
thuộc vào trường F,_, (diều mà k không phải là O© 
được suy ra ngav tử giả thiết của định lý: x không thề 
là.số hữu UỦ). Như vậy, có thể viết x đưởi dạng x = 
=p+.qWV ø trong đó p, q, ø thuộc trường F„_¡ nhưng 
œ không thuộc Fy_¡. Chinh lập luận đã dẫn ở mục 
trên đưa đến kết luận rằng sỐố y =p —dq V œ cũng 
thuộc F, là nghiệm của phương trình (4)° Ta thấy rằng 
q +©0 tức là x +© y. 

Hây giờ, từ dẳng thức (5) ta kết luận rằng nghiệm 
thứ ba của phương trình (4) được cho bởi còng thức 
u = —a—x—y. hưng vì x + y = 2p che nên 
u =—a—2p. 

Sự biển mất của căn thức V œ chứng tỏ rằng u thuộc 
trường F,„_¡. Điều này mâu thuẫn với giả thiết k là số 
nguyên nhỏ nhất sao cho trường F, chứa nghiệm của 
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phương trình (4). Phải bác bỏ gia thiết đã nêu vì né 
dẫn đến mâu thuẫn và phải thừa nhận rằng khòng 
có nghiệm nào của phương trình (4) thuộc vào E,. 
“Định lý đủ được chứng minh. Dựa vào định lý này có 
thẻ khẳng định rắng một số nào đó là không thề dựng 
dược chỉ bằng thước và compa nếu như ta chứng tỏ 
được số dó là nghiệm của một phương trình hậc ba 
với các hệ số hữu tỉ không có nghiệm hữu tỉ. Bây giờ 
ta đã có thẻ xem xét hai bài toán còn lại. Ta lưu ý 
rằng mỗi bài toản này không có hình thức đại số trực 
tiếp như bài toán đã xét ở trên. 

3. Sự chỉa một góc ra ba phần bảng nhau. la sẽ 
chứng minh rằng trong irường hợp tồng quát thì sự 
chia một góc ra ba phần bằng nhau chỉ bằng thước và 
compa là không được. Tất nhiên có những góc, chẳng 
hạn góc 909, góc 1809, có thể chia ra làm ba phần bằng 
nhau được. Ta cần chỉ ra rằng không có một qui trình 
đựng thích hợp với mọi góc. Vì phương pháp tòng quái 
phải dùng cho mọi góc, cho nèn mục tiêu của ta sẽ 
đạt được nếu ta chỉ ra Ít nhất một góc mà không thể 
chia ba dược. Như vậy, sự không tồn tại một phương 
pháp chia ba tông quát sể dược xác nhận, nếu ta 
chứng tỏ rằng không thể chia bá góc 609 nhờ thước kẻ 
và compa chẳnz bạn. 

Có thể tìm dược tương đương đại số của bài toán 
đang xét bằng những phương pháp khác nhau. Phương 
pháp dơn giản nhất là giả thiết rằng góc 0 được cho 
bởi cosin của nó : cos 9 = gø. Những cosin mà ta lưu ý 
tới liên hệ với nhau bởi. công thức lượng giác đơn 
giản : 

0 0 

cosô = 4cos* — — Š3cos — 
Nói cách khác, bài toán chía ba một góc 9 (sao cho 
cos 8 = g) tương đương với việc dựng nghiệm của 
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.phương trình bậc ba: 4z3 — 3z — g =0 (6). Vì, theo 
trên, ta có quyền đặt 0 -= 60°, g = coa 60° = T „Cho 
nên phương trình (6) có dạng 
8z — 6z = 1 Œ) 
Dựa vào định lý đã được chứng minh trong mục 
trước, ta chỉ cần chứng tỏ rằng phương trình này 
không có nghiệm hữu tỉ. Ta đặt v = 2z, phương trình 
sẽ có dạng đơn giản hơn: 
y' — 3V =1 (8) 


Nếu có số hữu tỉ v — — thỏa mãn phương trình đó, 
8 


trong đó r và s là những số nguyên không có thừa số 
chung (> 1) thì ta phải có đẳng thức r? — 3s?r = 82. 
Từ đó suy ra rằng số s* — r(r? — 3s?) chia hết cho r› 
như thế thì r và s có thừa số chung nếu như r không 
bằng ‡ 1. Hoàn toàn tương tự như vậy, ta kết luận 
rằng số r3 — s? (s -- 3r) chia hết cho s?, nghĩa là r 
và s có thừa số chung, nến như s không bằng + 1. 


Nhưng vì phân số -— là tối giản theo giả thiết cho nên 
8 


phải kết luận rằng các số r và s bằng + 1, tức v = + Í. 
Nhưng khi thay thế v = -+ 1 và v=—Í vào phương 
trình (8), ta thấy rằng trong cả hai trường hợp: phương 
trình không được thôa mãn. Như vậy, phương trình (8). 
và do đỏ phương trình (7) không cỏ nghiệm hữu tỉ. 
Nhờ đó sự không thề chia góc làm ba phần bằng nhau 
đã được chứng minh, 


Định lý này được chứng minh vời giả thiết thước kẻ được 
xem như một dụng cụ đề vẽ đường thẳng đi qua hai điềm 
cho trước chứ không dùng vào việc gì khác nữu. Thực vậy; 
khi ta nêu đặc trưng của những số dựng được, ta chỉ đề cập 
đến mặt sử dụng như thế của thước kể. Nếu thưa nhận những 
ửng dụng khác cho thước kể thì tập bợp các phép dựng thực 
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hiện được sẽ được mở rộng rất nhiều. Phương pháp chia ba 
gọc sau đây đã được nêu trong tuyền tập của Acsimét là một 
thi dụ khả tốt. 


Giả sử cho góc x CH. 36). Ta kẻo dài cạnh nằm ngang của 
góc về bên trải và vẽ nửa hình trỏn tàu O bản kính r tùy ý. 
Ta đánh dẫu trên thước kể các điềm A và B sao cho AB = te 
Sau dô dịch chyuền thước kể đến vị trí sao cho điềm A của 
thước nằm trên cạnh kéo dài của góc, điềm DB pnẫm trên nửa 
hình tròn đã vẽ và đồng thời thước kẻ đi qua giao điềm của 
cạnh thứ hai của góc với nửa hình tròn. Ở vị trí này của 
thước ke, ta v3 một đường thẳng tạo với cạnh kéo đài của 
góc X một góc biều thi là ye 

4. Hinh bảy cạnh đèn Bây giờ ta xét bài toán dựng 
cạnh x của hình bảy cạnh đều nội tiếp trong hình tròn 
đơn vị. Đơn giản nhất là giải bài toản bằng số phức 
(xem chương II, §5). Ta biết rằng các đỉnh của hình 
bảy cạnh đều là các nghiệm của phương trình z7 — Í =0 
(9). trong đ^ các tọa độ x,y của mỗi đỉnh là các phần 
thực và ảo của số phức z =x -L yi. Một nghiệm là z = I, 
các nghiệm còn lại sẽ thỏa mãn phương trình ; 
z7— Ì Ề 
“NHI lÔGÓ LảU +. z*°+Z?— z2?2¬3+z+ I=©9 (10} 
Chia cho z” ta được phương trình mới : 


"1= ' S6 Số 6 (11) 
z2 z2 z 


Các phép biến đồi đại số đơn giản sẽ đưa nó đến 
dạng : 


(+1J-1+3)*+3J<** 
+(z+z)+1=0 (12) 
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Đặtz + — = ÿYy 


ta được phương 





s trình bậc 3: 
3P nh 
H. 360. Phương pháp chia ba góc của Ta biết rằng z dà 
Acsimet căn bậc bay của 
đơn vị được cho 
Su . ^ 360 
bởi công thức z = €oso -+-isine (14) trongđó @ = P 


là góc nhìn từ tâm hình tròn xuống cạnh của đa giác; 


ngoài ra, ta còn suy ra c: = COS@ — isinọ, như thế thì 
Z 


y=z+ N.) = 2cosọ. 
Z 


Nếu ta biết cách đựng y thì ta biết dựng cả cosẹ và 
ngược lai. Như vậy, nếu ta chứng minh được rằng không 
thề dựng được y thì cũng chính là đã chứng minh rằng 
kh›ng thề dựng được cả @lẫn z; do đó sẽ không dựng 
được hình báy cạnh. Cho nên, dựa vào định lý ở mục 
2, chỉ côn phải chứng mình rằng phương trình (3) 
không có nghiệm hữu tỉ. iều này được chứng mình 
bằng phương pháp gián tiếp. Giả thử phương trình 


(13) có nghiệm hữu tỉ == ; trong đó r và s là những số 
s 


nguyên không có thừa số chunz. Nếu vậy, đẳng thức 

T2 -- F?g — 2rs2? — s2 — 0O (15) 
phải được thỏa mãn. Từ đó rõ ràng r? chia hết cho 3, 
còn s? chia hết cho r. Bởi vi r và s là các số nguyên tố 
cùng nhau, cho nên mỗi số đó phải bằng +1. Nghĩa là 
cả y (nếu nó là số hữu tỉ) cũng phải bằng hoặc ( + Ù, 
hoặc (— Í). Nhưng phép thế vào phương trình (13) 
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chứng tỏ rằng cả và — 1 đều không phải là nghiệm 
của phương trình, Như vày, không thề dựng được y 
và do đó không dựng được cạnh của hình đa giác bảy 
cạnh đều, 

5. Nhưng chú ÿ về cầu phương trình tròn Các phương 
pháp tương đối sơ cấp đã giúp ta n›hiên cứu đến củng 
bài toán gấp đôi hình lập phương. chia ba một góc và 
dựng hinh bảy cạnh đều. Nhưng, bài toán cầu phương 
hình tròn thì phức tạp hơn nhiều và đòi hỏi những kỹ 
thuật của giải tích toản. Hởi vì hình tròn bản kính r có 
diện tích xr?, cho nên bái toán dựng hình vuông có 
điện tích bằng diện tịch hình tròn có bản kinh 1, sể 
tương đương với việc dựng số ƒx bằng cạnh hình 
vuông phải tìm. Số V œ chỉ dựng được trong trường 
hợp số x dựng được. Dựa vào đặc trưng tồng quát của 
các số dựng được, ta sẽ chứng minh được tính không 
giải được của bài toán cầu phương trình tròn nếu ta 
chứng tổ x không nằm trong một trưởng Í nào sinh 
ra tử trường số hữu tỉ bằng cách « gắn » vào liên tiếp các 
căn bậc hai. HBởi vì rmnọi số thuộc vào các trường như 
vậy là các số đại số, tức là thỏa mãn các phương trình 
đại số với hệ số nguyên, cho nên siy không giải được 
của bài toán cầu phương hình tròn sẽ được chứng minh 
nếu ta chứng minh được x không phải là số đại số, mà 
là số siêu việt. 

Công cụ cần thiết đề chứng minh tính siêu việt của 
số zx được Saclơ Ecmit (1822 — 1902) sáng tạo ra, cũng 
đồng thời đề chứng minh tính siêu việt của số e.F.Lin- 
đơman (năm 1832) đã hoàn thiện thêm phương pháp 
Ecmit, chứng minh được tính siêu việt của số x và đã 
kết thủc vấn đề không giải đáp được từ hàng nghìn 
năm. Chứng minh của Linđơman vượt ra ngoài ý định 
của cuốn sách này, dẫu rằng nó vừa sức với học sinh 
đã biết it nhiều về giải tích toán học. 
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PHẦN ® 


CÁC PHƯƠNG PHẮP DỰNG KHÁC NHAU 


§4. CÁC BIẾN ĐỒI HỈNH HỌC — PHÉP NGHỊCH ĐÀO 


1. Chú ý chung Tronzg phần thử hai này của chương 
ta sẽ xem xét một cách có hệ thống một số nguyên tắc 
chung có thể áp đụng được vào các bài toán dựng. Đa 
số các bài toán sẽ trở nên dễ hơn rất nhiều nếu xét 
chúng với quan điềm chung của «các biến đồi hình 
học». Đáng nhề nghiên cứu từng phép dựng riêng biệt 
thì ta sẽ nghiên cứn một lớp các bải toán liên hệ với 
nhau bởi những qui trình biến đồi nào đó. Khả năng 
làm bộc lộ rõ 'ràng bản chất sự vật của tư tưởng về 
lớp các biến đồi hình học hoàn toàn không bị giới hạn 
ở các bài toản dựng mà còn có quan hệ gần gũi với 
toàn bộ hình học nói chung. Trong các chương IV và Ÿ 
ta sể có dịp đánh giá vai trò của các biến đôi hình học 
trên phạm vi rộng rãi hơn như vậy. Khi ta buộc phải 
nghiên cửu một trong những loại biến đồi đặc biệt — 
phép nghịch đảo của máạt phẳng đối uới một đường tròn 
thì đó chỉ là sự mở rộng phép đối xứng trục thông 
thường, 

Khi nói về phép biến đồi (ánh xạ) của mặt phẳng 
vào chỉnh nó, ta đề cập đến một quy tắc nào đó cho 
ứng với mỗi điềm P của mặt phẳng một điềm khác P' 
cũng thuộc mặt phẳng đó. Thí dụ đơn giản nhất về 
phép biến đồi như thế là phép đối xửng trục của mặt 
phẳng qua một đường thẳng L cho trước. Điềm P ở 
một phia của L, sẽ có ảnh là điềm P° ở phía bên kia 
của L sao cho L vuông góc với đoạn PP' tại trung điềm 
của nó. Một phép biến đồi có thề giữ nguyên vị trí 
của những điềm nào đỏ của mặt phẳng, trong thí dụ 
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của ta thì đó chính là những diễm của đường thẳng L„ 
Các thí dụ khác của phép biến đồi là phép quau của 
mặt phẳng đối với một diềm cố định O, sau đó đến 
phép fịnh tiễn song song chuyền dịch mỗi điểm theo một 
hưởng đã cho với cùng một khoảng cách (những biến 
đôi này không có điểm bất biến), cuối cùng một thí dụ 
tông quát hơn là sự dời bình của mặt phẳng, nó bao 
gồm các phép quay và phép tịnh tiến song song. 

Bây giờ ta đề ý đến một lớp các phép biến đồi đặc 
biệt khác — đó là phép nghịch dảo đối với các đường 
tròn (có khi còn gọi là các phép đối xửng tròn do sự 
giống nhau của phép biến đồi này với sự phản xạ 
trong gương cầu), Giả thử, trong mặt phẳng cố định, 
cho trước một đường tròn © tâm Ó (gọi là fđm hoặc cực 
của phép nghịch đảo) bản kính r, lên của điềm P là 
điềm P' nằm trên đường thẳng OP ở cùng phia của P 
đối với O sao cho OP. OP' = #£ (1) 


duớc 2 





. 





H.37. Đối xứng của một điềm H.3Ẽ8. Nghịch đảo của một 

đõi với một đường thẳng. điềm đối với đườug tròn, 

Từ định nghĩa này ta suy ra nếu P' là ảnh của P thì 
P sẽ là ảnh của P'(trong biến đồi đã cbo). Điều này 
cho phép ta gọi các điểm Pvà P' là nghịch đảo của 
nhau đối với đường tròn Œ. Phép nghịch đảo biến miền 
trong của đường tròn thành miền ngoài và ngược lại. 
Thực vậy, từ bất đẳng thức ÓÒP <<r suy ra bất đẳng 
thức OD* >r và, ngược lại từ bất dẳng thức ÓOD >r 
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suy ra bất đẳng thức OÙ'< r. Các điềm bất biển của 
mặt phẳng là các điềm của bản thàn đường tròn C. Qui 
tắc (1) không xác định một ảnh nào của tâm (cực) Ö ca, 
Những rõ ràng rằng khi P dần đến O thị ảnh P` của nó 
ra xa vỏ tận, Vì lý do đó mà đôi khi ta nói rằng trong 
phép nghịch đảo thì ảnh của tâm là điềm xu 0ó lận. 
Ích lợi của thuật ngữ này ở chỗ nó cho phép ta khẳng 
định rằng phép nghịch đảo xác định tương ứng một — 
một giữa tất cả các điềm của mặt phẳng mà không có 
ngoại lệ. Mỗi điềm của mặt phẳng có một và chỉ một 
ảnh và bản thân nó là ảnh của một và chỉ một điềm. 
Ta nhấn mạnh rằng các thí dụ về biến đồi hình học đã 
dẫn ra ở trên cũng có những tính chất sau cùng này. 

2. Tính chát của phép nghịch đảo. Tính chất quan 
trọn: nhất của phép nghịch đảo là nó biến đồi những 
đường thẳn¿ và đường tròn thành những đường thẳng và 
đường tròn, Chính xác hơn, ta có các kết quả sau đây : 

a) một đường thẳng đi qua O biến thành một đường 
thẳng đi qua O. 

b) một đường thẳng không đi qua O biến thành một 
đường tròn đi qua O. 

©) một đường tròn đi qua O 
biến thành một đường thẳng 
không đi qua O, 

d) một đường tròn không đi 
qua Ô biến thành một đường 
tròn không đi qua O. 

Không cần chứng minh 
khẳng định a) bởi vì theo định 
nghĩa phép nghịch đảo thì rõ 
rằng mỗi diềm trên đường 
H. 39. Nghịch đảo của thẳng đang xét có ảnh là một 
một đường thẳng đói với điềm nào đó cũng ở trẻn 
đường tròn. đường thẳng ấy, sao cho dẫu 

rằng các điềm riêng biệt trên 
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đường thẳng có chuyền động nhưng toàn bộ đường thẳng 
không thay đổi. Ta chứng minh khẳng định bÀ. Tử Ó ta 
hạ đường vuông góc xuống đường thẳng L(H. 39). 


4 


H. 40. Nghịch đảo của đường trỏ. 










Giả thử A là chân của đường vuông góc này, A' là 
một điềm nghịch đảo với điềm A. Ta lấy một điềm P 
bất kỹ trên đường thẳng L, và biều thị điềm nghịch đảo 
của nó là P'. Bởi vì OA.OA" =— OP. OP'S—=r2?, cho nên: 

OA' _ OP 

OP ÓA. 
bởi thế các tam giác OP' ÁA' và OAP đồng dạng và góc 
OP'À° vuông. Trong trường hợp này thì từ các định lý 
của hình học sơ cấp suy ra P` nằm trên đường tròn 
K đường kính OA". Do đó, đường tròn này cũng là ảnh 
của đường thẳng I[.. Như vậy khẳng định b) đã được 
chứng minh. Khẳng định c) được suy ra từ nhận xét; 
nếu ảnh của L là K thì ảnh của R là L. Còn phải 
chứng minh khẳng định d), Giả thử K là đường tròn 
không đi qua O, tâm M bán kính k (H.40). Muốn tim 
ảnh của nỏ, ta về quaO một đường thẳng cắt k ở các 
điềm A và B rồi xét xem các ảnh A' và B' biến thiên 
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thế nào khi hướng của đường thẳng thay đồi và khi nó 
cắt K theo những cách khác nhau. Biều thị các khoảng 
cách OA, OP, OA', OB', OM là a, b, a`' b', m và giả thử 
t là độ dài của tiếp tuyến với K vẽ từ điềm O. Theo 
địch nghĩa phép nghịch đảo ta cỏ aa` =bb` = rẺ; theo 
tính chất hình học của đường trỏn thì ab (2, Nấu chia 
đẳng thức thứ nhất cho đẳng thức thử hai ta có: 


trong đó c*# chỉ phụ thuộc va+2 r và t, tức là không phụ: 
thuộc vị trí các điểm A và BH, lây giờ ta vẽ qua A' một 
đường thẳng song song với BM, gọi Q là giao điềm của 
nó với OM. Đặt OQ = q, A'Q =ø. Khi đỏ: 


—L—=- —-=_— hoặc q an... =. = 
k b b 


Điều này có nghĩa là với mọi vị trí của A và B thì bao 
giờ cũng chỉ tồn tại một điềm Q trên đường thẳng OM 
và khoảng cách A'Q cũng không thay đồi. Cũng như 
vậy B'`Q = o bởi vì _ = `, Như vậy, ảnh của các 
a 

điềm A và H trên K sẽ là những điểm có khoảng cách 
đến Q bằng đại lượng p không dồi, nói cách khác, ảnh 
của R là đường tròn, Khẳng định d) đã được chứng 
minh, 

3. Phép dựng bảng hình học các điềm nghịch đảo. 
Định lý sau đây sẽ có ích cho mục 4 chương nảy : Điềm 
P' là nghịch đảo của điềm P đối oởi đường trỏn € có 
thề dựng được bàng hình học chỉ nhở compa. Đầu tiên 
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ta xét trưởng hợp P 
năm ngoài hình tròn Ô 
Ta về cung tròn tâm P 
cắt C ở các diễm I‡ và 
S. Sau đỏ lấy các điềm 
R và Š lảm tâm ta về 
các cung tròn bán kính 
r (bằng bán kính hinh 
trỏn tâm ©), Những 
cung này cắt nhau ở Q H. 41. Nghịch đãảo của điềm ở 
và ở điềm P' trên ngoài hình trôn. 
đường thẳng OP, 


lrong các tam giác cản ORD và ORP' thì ORĐ = 
= POR = ÕP'R. 
OP  OR 


` ‹ tý ——— — —— 

Suy ra chúng đồng dạn và #71 
hay OP.,OP' =r?. Do đó P' là điềm nghịch đảo của 
điền: P mà ta phải tìm, Nếu điềm P cho trước nằm 
trong € thi phép dựng và chứng minh vẫn còn biệu lirc 
nếu đường tròn bán kính OP cắt đường tròn C tại hai 
điềm. Nếu không cắt nhau thì ta có thể qui về trường 
hợp trước bằng cách đơn giản hơn r:ihư sau. Trước hết, 
ta chú ý rằng trên đường nối hai điềm A và O đã cho 
có thể dựng được chỉ bằng compa một điềm C sao cho 
AO = ÓC. Muốn vậy chỉ cần về dường tròn tâm O bán 
kính r — AO. Sau đó, bắt đầu tử điềm A ta đánh đấu 
liên tiếp trên đường tròn đỏ các điềm P, Q, C sao cho 
AÀP = PQ =QỌC = r. Như vậy, điềm C sẽ là điềm phải 
dựng ; điều này là rõ ràng vì các tam giác AOID, OPQ, 
OQC là tam giác đều, góc giữa OA và OC là 180% và 
ÓC = OQ = AO. Lắp lại qui trình vừa dẫn, ta có thể 
đặt đoạn AO trên đường thẳng một số lần tùy ý. Bởi 
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vì độ dài đoạn AQ =— r3 (bạn đọc thử lại để dàng) cho 
nên nhân đây ta đã dựng được V3 xuất phát từ đoạn 
đơn vị mà khòng dùng đến thước kẻ, 

Hãy giở ta đã có thể dựng được điềm nghịch đảo của 
điềm Ð đối với đường tròn € nếu P nằm trong C. Trước 
hết, ta tìm một điểm R nào đó trên đường thẳng OP 
sao cho OR là bội của OP và R nằm ngoài C : OR=n.OP- 

Muốn thế chỉ cần đặt liên tiếp khoảng cách OP bằng 
compa cho đến khi vượt ra nuoài C. Sau đỏ, nhờ phép 
dựng đã biết ta tìm được điểm H' nghịch đảo với điềm 
HR. Lúc này ta có: 

r? =OH'. ÓOR = OR'(n OP) —=(nOR).OP 

Còn phải dựng điềm P' theo điều kiện OP' = nOR' 
và như thế bài toán đã được giải quvết. 

4. Chia đôi một đoạn thẳng và tìm tâm một dường 
tron cho trước như thế nào. Sau khi đã biết cách tìm 
một điềm nghịch đảo với điềm cho trước, ta có thể 
thực biện được những phép dựng lý thú tiếp sau bằng 
compa. Chẳng hạn, bâv giờ ta sẽ tìm trung điềm của 
một đoạn thẳng có các mút ÀA và B cho trước bằng 
compa mà không cần về bản thân đoạn thẳng đỏ. Sau 
đây là lời giải của bài toán này, Ta về đường tròn bản 
kính AB tâm BH và bắt đầu từ A ta đặt liên tiếp ba cung 
bán kính AB. Điềm cuối cùng C sẽ nẫm trên đường 
thẳng AB, ta có Alì — BC. 


s e 
A s 


H: 42. Gấp đôi ruột đoạn thẳng. H. 43. Phép nghịch đão 
một điềm ở trong hinh tròn 
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H.44. Tìm trung điềm của H. 45. Tìm tâm của một 
một đoạn thẳng hình tròn 

Sau đó ta về đường tròn bán kính AB tâm A và dựng 
điềm C' nghịch đảo của điềm C đối vời đường tròn đỏ. 
Như vậy ta có: AC.AC = AB? AC'. 2AH —= AB, 
2AC?= AB. Do đó C? là trung điềm của đoạn thẳng. 
Một phép dựng khác bằng compa cũng dùng đến điềm 
nghịch đão là việc tìm tâm của đường tròn cho trước 
khi chưa biết tâm đó. Ta lấy một điềm P tùy ý trên 
đường tròn và lấy nó làm tâm vẽ một đường tròn bán 
kính tùy ỷ cắt đường tròn đã cho ở các điềm R và S. 
Lấy những điềm này làm tâm vẽ các cung bán kính 
RP=SP cắt nhau ở điềm Q (khác điềm Ð). So sánh điều 
đã thu được với H.41, ta thấy rằng tâm Q}' chưa biết 
là điềm nghịch đảo của điềm Q đối với đường tròn tâm 
P. Như đã biết, ta có thề đựng được Q' bằng compa. 


§5. CÁC PHÉP DỰNG NHỜ CÁC DỤNG CỤ KHÁC.. 
CÁC PHÉP ĐỰNG MAXKÊRÔN BĂNG COMPA 


1. Một cách đựng cò điền đè gấp đôi một hình lập 
phương. Cho đến bây giờ, ta chỉ xét những bài toán dựng 
hình học mà không đùng đến các dụng cụ khác ngoài 
compa và thước kẻ. Nếu dùng thêm những dụng cụ 
khác thì chắc chắn là số các phép dựng khác nhau có 
thề thực hiện được sẽ tăng lên rất nhiều. Thi dụ sau 
đây sẽ chứng tổ người Hy Lạp đã giải bài toán gấp 
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đôi hình lập phương như thếnào Ta xét (H. 46) một 
góc YVuông cố định MZN và một chữ thập vuông góc 
động VW PQ. Hai thanh phụ RS và TU có thể trượt 
nhưnz vẫn vuông góc với các cạnh của góc vuông, 
Trên chữ thập chọn hai điềm cố định H vàG, trong đó 
khoảng cách GH= a và BE = f cho trước. Đặt chữ 
thập sao cho các diễm È và Œ theo thứ tự nằm trên 
NZ và MZ và chuyên dịch các thanh TU và RS đến vị 
trí sao cho các tia của chữ thập BW, BQ, HV đi qua 
các đỉnh A,D,E của góc vuông ADEZ. Vị trí đã chỉ ra 
trên hình về (với điều kiện f > a) là luôn luôn cò thể 
dược, Ta thấy ngay: a:x —x:y —y:f; nếu đặt f — 2a 
ta được x? = 2a'. Do đó x là cạnh hinh lập phương cỏ 
thể tích gấp đôi hình lập phương cạnh a. Như vậy thì 
bài toán đề ra dã được giai quyết. 

2. Phép dựng chỉ 
bâng eompa.Nếu như 
khi sử dụng một số 
nhiều hơn các dụng 
cụ khác nhau ta sẽ 
giải được một lớp 
rộng lớn hơn các bài 
toán dựng thì, có thể 
chăng ta tiên đoán 
rằng nếu hạn chế bởi 
số dụng cụ được sử 
dụng thì lớp các bài 
toán giải được sẽ thu 
hẹp lại. Cần đặc biệt 

H‹ 46‹ Dung cụ gấp đôi hình lưu đến phát minh 

lập phương của nhà toán học Y 
Maxkêrôn (1750 — 

1800): mọi phép dựng hình học thực hiện được bảng 
thước 0à compa đẻéu có thề thực hiện được chỉ bằng 
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compa, Tắt nhiên, phải nói thêm rằng, thực ra thì khỏng 
thể vẽ đường thang đi qua hai điềm cho trước mà khòng 
dùng thướs kẻ, cho nẻn phép dựng cơ bản này khỏng 
nằm trong lý thuyết Maxkếrôn, Thay vào đó cần giả thiết 
rằng một đường thẳng là đã cho trước nếu đã cho trước 
hai điềm của nó. Tuy nhiên,, fa có thể tìm được giao 
điềm của hai đường thẳng hoặc giao điềm của đương 
thẳng và đường tròn cho trước bắng cách như vậy. 

Có lẽ thí dụ đơn giản nhất của phép dựng Maxkerỏn 
là sự- gấp đôi một doạn tháng Alì cho trước. Lời giải 
đã cho ở § [phần L. Ngoài ra, ta đã nghiên cứu cách 
chia đỏi mọt đoạn thẳng 


cho trước tiếp sau đỏ. Bày «7 
giờ ta xết cách chia đòi một 

cung tròn AB tâm O. Sau y2 
đây là cách dựng (1H. 47). Z1 


Ta về hai cung tàm A và l3 CA 
bản kính AO. Tự điềm O ú 


ta đặt trên những cũng ẢÓ w, 47. Chia đôi cung không 
hai cung OP và OQ sao cho dùng thước kẻ. 

Oi)' — OQ — AB. Sau đỏ ta 

tìm giao điềm H của cung tâm P bán kính PB và cũnz 
tâm Q bán kinh QA. Sau cùng lấy đoạn OIR làm bản 
kinh ta vẽ cung tàm P hoặc Q cho cắt cung Al3 — giao 
điềm sẽ là trung điềm phải tìm của cung AH. Đề nghị 
bạn đọc chứng minh đề luyện tập. 

Không thể chứng minh khẳng định của Maxkêrôn 
bằng cách chứng tổ mỏi phép dựng thực hiện được 
bằng compa và thước kẻ có thề dựng được chỉ bằng 
compa như thế nào vì có vỏ số phép dựng như thế. 
Tuy nhiên có thể đạt được mục đích đó nếu như ta 
chứng tỏ mỏi: phép dựn.¿: cơ bản sau đây thực hiện 
được chỉ bằng compa : 

1. Dựng một đường tròn nếu cho trước tâm và bán kính. 
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2. Tìm giao điềm của hai đường tròn. 

3. Tìm giao điềm của đường thẳng và đường tròr:. 

4. †Tìm giao điềm của hai đường thẳng. 

Một phép dựng hình học bất kỳ (theo nghĩa thông 
thường, có sử dụng thưrớc và compa) bao zöm việc thịe 
hiện một dãy hữu hạn các phép dựng sơ cấp đó. Hai 
phép dựng đầu tiên rỗ ràng thực hiện được chỉ bằng 
compa. Các phép dựng 3 và 4 được thực hiện bằng 
cách áp dụng phép nghịch đảo đã xét trons mục trước, 

Xét phép đựng 3: ta tìm giao điểm của đường tròn 
tâm O cho trước với đường thẳng đi qua các điềm A 
và B cho trước. Về các cung tâm A và B có các bản 
kinh tương ứng AO và BO; ngoài điềm O, chủng còn 
cÄt nhau ở điềm P. Sau đó, ta dựng điềm Q nzhịch 
đảo của điềm D đối với đường tròn C. Cuối cùng ta 
về đường tròn tâm Q bán kính QO (chắc chắn nó sẽ 
cắt C): các giao điềm X và X' của nó với đường tròn C 
là các giao điềm phải tìm. Muốn chứng minh chỉ cần 
chúng tô rằng mỗi điềm X và X' cách đều O và P (nếu 
nói đến các điểm A và B thì một tỉnh chất tương tr 
sẽ được suy ra ngay tử phép dựng). Thực vậy, cần lưu ý 
rằng điềm nghịch đảo của điềm Psẽ cách các điềm ÄX và 

Xở 





H. 48. Giao điềm của đường H.49. Giao điềm của đường 
trèn và một đường thẳng tròn và đường thẳng qua tâm. 
không đi qua tâm. 
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X' một khoảng bằng bán kính của đường tròn C. Đường 
tròn đi qua các điềm X, X' va Olà nghịch đảo với dường 
thẳng AB trong phép nghịch đảo đối với đường tròn €, 
bơi vì dường tròn đó và đường thắng AB cắt Cở cùng 
những điềm như nhau. (Trong phép nghịch đảo thì 
các điềm của đường tròn cơ bản là bất biến). 

Phép dựng đã dẫn chỉ không thực hiện được trong 
trường hợp đường thẳng AB đi qua tảm C. Nhưng khi 
đó thì có thề dựng được các giao điềm bằng phương 
pháp đã mô tả ở tập 1, coi như trung điềm các cung của 
€ là đã thu được khi về một đường tròn bất kỳ tâm B 
cắt € ở các điềm B, và HB;. Phương pháp về đường tròn 
nghịch đảo với đường thẳng nối hai điềm cho trước 
cho ta ngay phép dựng giải đáp cho bài toán 4. Giả 
thử có các đường thẳng được cho trước bởi các điềm 
A, B và A'°,B' (H.50). Về đường tròn Ô tùy ý và nhờ 





H.50. Giao điềm của bai H.51. Dựng ngũ giác đều. 
đường thẳng 

phương pháp đã dẫn ở trên vẽ các đường tròn nghịch 
đảo với đường thẳng AB và A°B'. Những đường tròn 
này cắi nhau ở điềm O và một điềm kbác Y. Điềm X 
nghịch đảo của diềm Y sẽ là giao điềm phải tìm, cách 
dựng nó đã được giải thích ở trên. X là điềm phải tìm 
vì Y là điềm duy nhất nghịch đảo với điềm đồng thời 
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thuộc cả hai đường thẳng AB và A'°B', do đó điềm X 
nghịch đảo với điềm Y phải đồng thời nằm trên AB 
và*A'B'. 

Bằng hai phép dựng này,-ta kết thúc chứng minh sự 
tương đương giữa các phép dựng Maxkêrôn chỉ dùng 
đến compa với các phép dựng hình thông thường có 
dùng thước kẻ và compa. Ta sẽ không đẻ ý đến sự đẹp 
để của lời giải các bài toán riêng biệt xét đến ở đây bởi 
vì mục đỉích của ta là làm sáng tổ ý nghĩa nội tại của 
các phép dựng Maxkêrôn. Tuy nhiên ta còn dẫn ra phép 
dựng ngũ giác đêu làm thí dụ, nói chính xác hơn, ta 
đề cập đến việc tìm năm điểm trên đường tròn có thể 
là các đỉnh của một ngũ giác đều nội tiếp. Giả thử À 
là một điềm tùy ý của đường tròn K. Vì cạnh của lục 
giác đều nội tiếp bằng bán kính đường tròn, cho 1 nên 
ta đề dễ dàng đì đặt trên K các điểm B, C, D sao cho ẤB = 


=BC—=€D =609 (H.51). Về các cung tâm A và D có 
bản kính bằng AC, chúng cắt nhau ở X. Khi đó, nếu O 

là tâm của K thì cung tâm A bán kính OX sẽ cắt K ở 
điềm Ê là trung điểm của cung BC. Sau đó về cung 
tròn tâm P có bán kinh của K cắt K ở các điềm G và H. 
Giả thử Y là một điềm mà các khoảng cách tới /các . 
điềm G và H bằng OX. Điềm Y và X ở về hai phía 
của tâm O. Trong trường hợp này thì đoạn thẳng AY' 
là cạnh -của ngũ giác đều phải tìm. Việc chứng minh 
dành cho bạn đọc đề luyện tập. Lưu ý rằng khi dựng 
ta chỉ đùng ba bán kính khác nhau. Năm 1928 nhà toán 
học Đan mạch Êlimxlep đã tìm thấy trong một hiệu 
sách ở Côpenbagen một bản của cuốn sách có tên 
« Euclides Danicus » được xuất bản năm 1672 bởi một 
tác giả không tên tuôi G. Morơ. Theo tranø phụ bìa; cỏ: 
thề kết luận rằng đó chỉ là một trong những bản « Khởi 
đầu » của Ợclid có chú thêm lời bình luận có thể là của 
người biên soạn. Khi xem xét kỹ ta thấy rằng ở cuối 
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sách đó có lời giải đầy đủ của bài toán Maxkêrôn đã 
được tìm thấy khả lâu trước Maxkêrôn. 

Được sự cô vũ của các kết quả Maxkêrôn, lakôp 
Stâyner (1796 — 1863) đã nghiên cứu các phép dựng 
thực hiện được chỉ bằng thước kẻ. 

Tất nhiên, nếu chỉ dùng thước kẻ ta không thể vượt 
khỏi giới hạn của một trường số cho trước, cho nên 
thước kể là chưa đủ đề thực hiện mọi phép dựng hình 
học với nhận thức cồ điền của chúng. Nhưng, những 
kết quả mà Stâyner thu được còn đáng lưu ý hơn nếu 
hạn chế chỉ dùng compa một lần. Ông đã chứng minh: 
rằng mọi phép dựng trên mặt phẳng thực hiện được 
nhờ compa và thước kể cũng thực hiện được chỉ nhờ 
thước kẻ với điều kiện cho trước một đường tròn cố 
định và tâm của nó“. Các phép dựng đó dựa vào các 
phương pháp chiếu sẽ được mô tả sau này. 


Nếu không có hình tròn này và tâm của nó thì sẽ không 
__ thề dựng được. Chẳng hạn; nếu cho trướe đường tròn và chỉ 
- dùng thước kể thì không thê tìm tâm của nó được- Bây giờ 
ta sẽ chứng mỉnh điều đó dựa vào một si kiện mà sau này sẽ 
được chứng minh: có một biến đồi của mặt phẳng trên chính 
nỏ sao cho a) một đường thẳng cho trước là bất biến, b) mọi 
đường thẳng biến thành một đường thẳng, c) tâm của đường 
tròn bất biến không bất biến mà biến thiên. Bảhn thân sự tồn 
tại một phép biến đồi như vậy đã chứng tổ nếu chỉ dùng 
thước kẻ thì không thề dựng được tâm đường trỏn chơ trước‹ 
Thực vậys dù quá trình dựng như thế nào: nó cũng được qui 
về một dẩy các giai đoạn riêng biệt bao gồm việs vẽ những 
đường thẳng và vẽ những giao điềm của chúng với nhau hoặc 
với đường tròn cho trước: Bây giờ; ta hình dung toàn bộ hình ˆ 
đường tròn và tất cả cac đường thẳng đä được vẽ bằng thước 
kể trong khi đựng tâm — sẽ chịu một biến đôi: mà sự tồn tại 
của biến đồi này ta đã giả thiết ở đây. Khi đó rõ ràng hình. 
thu được sau biến đồi cũng thỏa mãn mọi yêu cầu của phép 
dựng, nhưng đã cho ta một lời giải khác với tâm của đường 
tròn đã cho. Nghĩa là không thề có phép dựng mà ta vừa nói- 
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3. Phép võ nhờ các dụng cụ cơ học khác nhau. Cáo 
đường cong cơ học. Xyclôid Việc sáng chế các máy cơ 
học dùng đề về các đường cong khác nhau, ngoài đường 
tròn và đường thẳng, sẽ mở rộng rất nhiều phạm vi 
các hình có thề dựng được. Chẳng hạn, nếu có một 
dụng cụ để về hypebol xy =k và một dụng cụ khác đề 
về parabol y = ax2 -- bx + c thì mọi bài toán dân đến 
phương trình bậc ba âx2 -- bx? + cx = k có thê giải 
được bằng dựng hình chỉ nhờ các dụng cụ đó, Thực 
vậy, việc giải phương trình(1) tương đương với việc 
giải hệ xy = k, y —=ax2 -+E bx -+ c (2), nói chính xác hơn 
các nghiệm của phương trình(1) là tọa độ x của các giao 
điềm của hypebol và parabol biều thị bởi các phương 
trình(2). Như vậy sẽ dựng được các nghiệm của phương 
trình (1) nếu dùng các dụng cụ đề về các đường cong (2). 

Từ xưa, các nhà toán học đã biết đến nhiều đường 
cong lý thú có thề xác định và về nhờ các dụng cụ cơ 
học đơn giản. Trong những đường cong «cơ học» như 
vậy thì các đường Xyclôid có vị trí đặc biệt. Ptôlêmê 





H.52. Giải phương trình bệo be bằng đồ thực 
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H. 54. Xyclôid đạng tông quát 


(khoảng 200 năm trước công nguyên) đã biết dùng những 
đường cong này đề mô tả chuyền động của các hành tính. 

Xyclôid đơn giản nhất là quï đạo chuyền động của 
một điềm P cố định trên vành một cái đĩa quay nhưng 
không trượt trên một đường thẳng — Trên H.53 có về 
bốn vị trí của điểm P ở những thời điềm khác nhan, 
Äy clôid nom như một dãy các vòm tựa trên một 
đường thẳng nằm ngang. Nếu lấy điềm Ð ở trong dĩa 
(cũng như trên nan hoa của bánh xe), hoặc trên phần 
kéo đãi của bán kính bên ngoài đĩa, ta sẽ được các 
biến dạng của đường cong đó, Hai đường cong như 
thế được biểu thị trên H.54. Các biến dạng khác của 
xyclôid được sinh ra khi đĩa không quay trên đường 
thẳng mà quay trên cung của một đường tròn. Nếu đĩa 
quay c bán kinh r luôn luôn tiếp xúc frong với đường 
tròn lớn C bán kính R mà nó tựa thì quï đạo của một 
điềm cố đỉnh trên vành đĩa được gọi là hipózuclóit. 
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Nếu đĩa quay trên toàn bộ 
dường tròn Ô đúng mọt 
lần thì điềm P sẽ quay trở 
lại vị trí ban đầu khi và chỉ 
khi bản kính của € là bội 
của bán kính của c. H.55 biều 
thị một hypỏxyclôid dóng 
kín (ương ưng với l = đr. 
Trong trường hợp tồng quái, 


nếu R = “—r thì hypôxy- 
n 
clôid chỉ đóng kín sau khi 





H. 55. Hypoxycloid ba sừng 


đỉa c quay theo đường tròn € đúng n lần và sể có m 
vòm. Ta lưu ý đặc biệt đến trường hợp R = 2r. Trong 


H- 66. Chuyền động thẳng khi 

một hình tròi quay trên một 

đường tròn có bàn kinh 
gấp đòi. 


trường hợp này thì một 
điềm P tùy ÿ trên vành 
đĩa sẽ vạch nẻn một trong 
các đường kính của đường 
tròn lớn € (H.56). Đề nghị 
bạn đọc chửng minh điều 
này như một bài tập. 


Khi đĩa c quay theo 
đường tròn Ó luôn luôn 
tiếp xúc ngoài vời nó ta sẽ 
thu được một loại Xyclôid 
nữa. Những đường cong 
loại này có tên là 
Epixuclôtd. 


2. Cơ cấu bàn lè, Các máy nghịch đảo Poxelie và 
Gart. Vấn đề Yvềcác Xyelôid được dừng lại ở đây (các 
Xyclôid còn xuất hiên mót lần nữa trong cuốn sách 
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này. Ta xét đến các phương pháp cơ học khác đề tải 
tạo các đường cong. Bây giờ ta nghiên cứu các cơ cấu 
bản lề. Một cơ cấu loại này là một hệ thống các thanh 
cứng khớp với nhau, có một độ tự do nào đó, sao cho 
mỗi điềm của nó vẽ được một đường cong nhất định. 
Compa cũng là một cơ cấu bẩn lề đơn giản nhất, về 
thực chất gồm một thanh có một đầu cố định. Các cơ 
cấu bản lề đã được ứng dụng từ lâu như những bộ 
phận cấu thành các máy. Một trong những thí dụ nồi 
tiếng nhất (về phương diện lịch sử) là « hình bình hành 
Watt s. Thiết bị này do Giêm Watt sáng chế trong khi 
giải quyết bài toán sau đây: làm thế nào liên kết pÏt- 
tông với một điềm của bánh đà để bánh xe chuyền cho 
pitông một chuyền động thẳng? Watt chỉ cho được 
một lời giải gần đứng, dù rằng với sự cố gắng của các 
nhà toán học giỏi nhất, bài toán thiết bị một cơ cấu 
chuyền cho một điềm một chuyển động thẳng chính 
xác trong m)L thời gian dài vẫn ehưa được giải. Thậm 
chí, đã có ÿ kiến cho rằng một cơ cấu như thế là 
không thực hiện được: những chứng mình về sự 
không thề được «loại như vậy » đã thu hút được sự 





H. 57. Biến đồi chuyền động thẳng thành chuyền động quay- 


quan tâm rộng rãi. Sự sửng sốt của các nhà tcán học 
càng tăng lên khi một sĩ quan hải quân người Pháp 
Pòxeliê (năm 1864) đã sáng chế ra một cơ cấn không: 
phức tạp nhằm giải đáp bài toán theo chiều hướng 
thuận, Do sử dụng những chất bôi trơn tết, bài toán 
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kỹ thuật đã mất ý nghĩa đối với máy hơi nước. Ý đồ 
của cơ cấu Pôxeliẻ là biến đôi chuyền dòng tròn thành 
chuyền động thẳng. Cơ sở của cơ cấu này là lý thuyết 
phép nghịch đão đã trình bày trong § 4. Như ta thấy 
trên H. 58, cơ cấu gồm bảy thanh cứng, hai thanh có 
độ dài t, bốn thanh có độ đài Š và một thanh có 





H. 58. Máy nghịch đảo Pôxeliê biến chuyền 
động quay thành thẳng 


độ dài tùy ý. Các điểm O và R dược cố định lại và sắp 
xếp sao cho OR = PR. Toàn bộ dụng cụ có thể vận 
hành được những vẫn tuân theo các điều kiện đã nêu - 
ở trên. Bây giờ, ta chứng tỏ rằng khi điềm P oạch mội 
cung trỏn tâm h bán kính RP thì điềm Q sẽ pạch một 
đoạn thẳng. Biều thị chân đường vuông góc hạ từ điềm 
S xuống đường thẳng ÒPQ là T, ta nhận thấy rằng 
OP. OQ = (OT — PT). (OT + PT) = OT? — P†?= 
= (OT? -_ ST?) — (PT? -L ST?) = t? —. s2 
Đại lượng t? —s2 không đôi; ta đặt t? — s?=—r?. VÌ 
OP. OO =r? cho nên các điềm ÐP và Q là nghịch đảo 
của nhau đối với đường tròn tâm O bán kính r. Khi 
P vạch nên cung tròn đi qua O thì Q vạch nên đường 
con¿ nghịch đảo của cung này. Nhưng, đường cong 
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nghịch dủo với đường tròn đi qua O là một đường 
thẳng. Như vậy quï đạo của điềm Q là một đường thẳng 
và máy nghịch đảo Poxeliê sẽ về được đường thẳng này 
mà không cần thước kẻ. 

Một cơ cuủu 
khác cũng giải 
quyết được bài 
toán, đó là máy 
nghịch đảo của 
Gart. Nó chỉ 
gồm có năm 
thanh, khởp của 
chúng được chỉ 
ra trên H1. 59, 

đây, AB = H. 59. Máy nghịch đảo Gart 
= CD, BC = 
= AUD; O, P và Q là những điềm cố định theo thứ tự 
li) AP 


trên các thanh AB, AD và CB sao cho . = 
OB PD 
— Q6 = — Các điềm O và S được cố định và bất 
động trong mặt phẳng với điều kiện OS = PS. Không 
có các mối liên hệ khác và cơ cấu có thề chuyên động. 
Tất nhiên, đường thẳng AC bao giờ cũng song song 
vời đường thẳng HD. Trong trường hợp này, các điềm 
O, P và Q thẳng hàng và đường thẳng ÓP song song 
với đường thẳng BD. Ta có: 
AC. BD = EE. 3D = (ED + EH). (ED — EB) = 

| = ED2 — EB? 
Nhưng ED2 + AE? = AD? và 2B? + AE? = AH? 
cho nên ED? — Eil3? = ÀAD? — Al? 





Hơn nữa : 
'OP __ AO m _0Q OB __ n_—_ 
14D AB m-+n AC AB m-+n 
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mn 
Do đó: OP.OQ= TT mm” 
BD .AC =—— —— (AD? — AH?®) 

(m + n)? 
Đại lượng cuối cùng này không thay đồi khi ta chuyền 
địch cơ cấu. Bởi thế các điềm ÐP và Q là nghịch đão 
đỗa nhau đối với một đường tròn tâm O nào đó. Khi 
chuyền dịch cơ cấu, điềm P vạch nên đường tròn tâm 
S đi qua O; do đó điềm nghịch đảo Q sể vạch nên một 
đường thẳng. 

Có thề xây dựng — ít nhất là về mặt lý thuyết — 
những cơ cấu bản lề khác đề về elip, hypebol và thậm 
chí đề vẽ bất kỳ đường cong đại sỐ f (x, y) = Ô cho 
trước dù bậc là bao nhiêu. 


§ 6. NÓI THÊM VỀ PHÉP NGHỊCH 
ĐẢO VÀ CÁC ỨNG DỤNG CỦA NÓ 


1. Tinh bất biến của các góc. Họ đường tròn. Puy 
rằng phép nghịch đảo tròn là một biến đồi thay đồi 
khá rõ hình dạng bên ngoài của các hình hình học; 
nhưng có một điều rất dáng lưu ý là, các hình thu được 
còn giữ lại được một số tính chất của các hình ban 
đầu, Những tính chất không mất đi trong một biến đồi 
được gọi là các tính chất bất biến, Ta đã biết, trong 
phép nghịch đảo thì đường tròn hoặc đường thẳng 
sẽ biến thành đường tròn hoặc đường thẳng, Hày giờ 
ta bồ sung một tính chất quan trọng nữa của phép 
nghịch đảo: trong phép nghịch đảo thì góc giữa hai 
đường thẳng hoặc đường cong không thay đồi. Nến 
nói tỉ mÏ hơn thì điều này có nghĩa là phép nghịch đão 
sẽ biến đồi hai đường cong cät nhau thành hai dường 
cong khác cũng cắt nhau theo một góc bằng góc ban 
đầu. Góe giữa hai đường cong được coi là góc giữa các 
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tiếp tuyến của chúng. Chứng minh được suy ra từ II,00, 
ở dày ta xét trường hợp riêng về sự cắt nhau ở điềm P 
của một đường cong Ô bất kỳ với một đoạn thẳng OL 
đi qua tâm nghịch đảo O_, Đường cong C' nghịch đảo 
của đường cong Ö sẽ cắt ÒOL, ở điềm P' nghịch đảo của 





H. 60. Tính bất biển cỔa các góc trong 
phép nghịch đảo 
P, bởi vi P' cũng như P đều nằm trên OL. Ta chứng 
mỉnh góc xạ giữa OL và tiếp tuyến với đường tròn C 
ở điềm P có số đo bằng góc yọo giữa OL và tiếp tuyến 
của C° ở điềm P', Muốn thế, ta chọn điềm A trên đường 
cong € ở gần P và về cát tuyến AP. 

Điềm nghịch đảo của A là A°. Vì A' nằm trên đường 
thẳng OA và trên đường cong €', cho nên A' là giao 
điềm của chúng. Ta về cát tuyến A'P', Theo định nghĩa 
phép nghịch đảo rề = OP .OP' =OA. OA' hoặc : 
R.LANG Xi ta suy ra các tam giác OAP và OA'P' đồng 

OA OP" 
dạng. Có nghĩa là góc x bằng góc OA'P' mà ta biểu thị 
là y. Bước cuối cùng trong lập luận của chúng ta là 
buộc điềm A phải tiến đần đến P theo đường cong C. 
Khi đó, cát tuyến AD trở thành tiếp tuyến với đường 
cong C tại P và góc x*dẫn tới Xạ. Dồng thời, A* sẽ dẫn 
tởi P*° và đường thẳng A'P' trở thành tiếp tuyến của 
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đường cong C' tại điềm P' và góc y sẽ dần tới yọ. Bởi vì 
với mọi vị trí của điềm A ta có đẳng thức x—y, cho nên 
đẳng thức này vẫn được bảo toàn khi tới giới hạn xạ—vo- 

Chứng minh cònchưa kết thúc vì ta mới chỉ xét trường 
hợp giao nhau của đường cong C với đường thẳng đi 
qua tàm O, Nhưng bày giờ thì việc xét t.ường hợp giao 
nhau tồng quát của hai đường cong tùy ÿ C và C* đã rất 
dễ dàng. Giả thử những đường cong này cắt nhau Ở 
điềm P và tạo với nhau một góc Z. Như vậy, đường thẳng 
OPP' sẽ chia góc này làm hai góc, mỗi góc nói riêng đều 
không đồi qua phép nghịch đảo, 

Cần nói thêm rằng tuy phép nghịch đảo không thay đồi độ 
lớn của góc; song lại thay đổi hưởng của nó: ta hình dung khi 
góc Xo tăng mà một cạnh của nó bất động còn cạnh kia quay 
ngược chiều kim đồng hồ thì cạnh di động của góc « nghịch 
đảo» tương ứng sẽ quay theo chiều kim đồng hồ. 

Hệ quả về tỉnh bất biến của các góc trong phép nghịch 
đảo là hai đường trèn hoặc đường thẳng trực giao (tứo 
là cắt nhau theo góc vuông) sể giữ nguyên tính chất 
này sau phép nghịch đảo và, nếu hai đường tròn tiếp 
xúc nhau (« cắt nhau tạo thành góc bằng O›) thị cáo 
đường tròn nghịch đảo với chúng cũng tiếp xúc nhau. 
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H.61 Biến đồi hai hệ thống oác đường tròn trực giao bằng 
phép nghịch đáo 
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H.62. Biến đồi các đường tròn tiếp xúc thành những đường 
thẲng song song. 


Ta xét một họ các đường tròn đi qua tâm nghịch 
đảo O và một điềm cố định A của mặt phẳng. Ta biết 
rằng (§ 4,2) họ này được biến đổi thành một họ các 
đường thẳng đi qua điềm A là ảnh của A, Đồng thời 
họ đường tròn trực giao với họ ban đầu sẽ được biến 
lồi thành một họ đường tròn trực giao với họ đường 
thẳng vừa nêu (trên H.61, các họ trực giao được 
biều diễn bởi những đường chấm chấm). Về {bề ngoài 
một họ đường thẳng đi qua cùng một điềm không 
giống một họ đường tròn, nhưng chúng lại có mỗi liên 
hệ với nhau chặt chẽ nhất — về quan điềm lý thuyết 
nghịch đảo thì chúng hoàn toàn tương đương. 


Đây là một thí dụ khác chứng tỏ phép nghịch đảo 
đã dẫn tới những kết quả gì. Giả thử cho trước một 
tập hợp đường tròn đi qua tâm nghịch đảo và có một 
tiếp tuyến chung tại điềm đỏ. Sau phép nghịch đảo, 
ta thu được mật họ các dường thẳng song song. Thực 
vậy, vì các đường tròn đều đi qua điềm O, cho nên 
chúng được biến đồi thành những đường thẳng và, bởi 
vì các đường tròn không có giao điềm nào ngoài điềm 
O cho nên các đường thẳng thu được sẽ song song 
với nhau. 
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5. Áp dụng vào bài toán Apôlnôiut Lời giải hình học 
đơn giản sau đây của bài toán Apôlòniut là một minh 
họa đẹp để cho ích lợi của lý thuyết nghịch dảo. Trong 
một phép nghịch đảo tâm tùy ý thì bài toán Apôlôniut 
đối với ba đường tròn cho trước sẽ dược chuyền thành 
bài toán tương ứng đối với ba đường tròn khác: đề 
nghị bạn đọc suy nghĩ kỹ tại sao như vậy. Từ đó 
dễ nhận rằng nếu bài toán được giải với một bộ ba 
đường tròn nào đó thì bản thân nó có thể coi là giải 
được đối với mọi bộ ba đường tròn tùy ý suy ra từ 
bộ ba dầu tiên bằng phép nghịch đảo. Lợi dụng tình 
hình đó, trong tất cả các bộ ba «tương đương?» 
có thề cỏ được, ta chọn một bộ ba mà đối với nó bài 
toán được giải đặc biệt đơn giản. Đề xác minh ta giả 
thiết ba đường tròn cho trước có tâm A, B, © không 
cắt nhau, mỏi đường tròn ở ngoài hai đường tròn kia 





H,93. Chuần bị phép dựng giải bài toán Apôlôniut 


và cần tìm một đường tròn U tâm ÔÓ bán kính P tiếp 
xúc ngoài với ba đường tròn đã cho. Talưu ý rằng nếu 
tăng bán kính của cả ba đường tròn một đại lượng d 
thì đường tròn tâm Ó_ bán kính P—d, tất nhiên sẽ là 
lời giải của bài toán đã biến đôi đi như vậy. Lợi dụng 
tình hình dó, t4 'ăng thêm bản kinh các đường tròn 
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Ẽ đã cho một đại 
“§ SN lượng đề cho hai 
trong ba đường tròn 
tiếp xúc với nhau ở 
một điểm nào đó ký 
H. 64. Giải bài toán Apôlôniut hiệu là K  (H.63). 
Sau đây ta thực hiện 
một phép nghịch đảo toàn bộ hình đối với đường 
tròn t bất kỳ tâm K, Các đường tròn tâm B và € biến. 
thành các đường thẳng song song b và c, đường tròn 
thứ ba biến thành một đường tròn a nào đó (H.64). 
Ta đã có thề dựng được a,b,e bằng eompa và thước kẻ. 
Đường tròn Ũ phải tìm sẽ biến thành đường tròn u tiếp 
xúc với đường thẳng b,c và đường tròn a. Bán kínhr của 
nỏ, tất nhiên phải bằng nửa khoảng cách giữa các 
đường thẳng b và c; tâm Ó của nó phải trùng với một 
trong các giao điềm của đường song song cách đều b,e 
với đường tròn đồng tâm 
với đường tròn a nhưng _ 
_©ó bán kính lớn hơn một « 
đoạn r. Chỉ còn phải áp =— 
dụng phép nghịch đảo 
ngược lại vào đường tròn 
u, ta sẽ được đường tròn 
Apôlôninut phải tìm. 
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$3, Các phép đối xứng  -~_--~~- Xe bi 
lặp. Mỗi chúng ta ta chắc * k 
đã quan sát thấy những 
hiện tượng lạ xảy ra khi H65. Sự đối xứng lặp qua 
có nhiều gương, Nếu bốn các bức tường thẳng đứng 
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bức tường của một căn buồng hình chữ nhật là các 
tấm gương lý tưởng, hoàn toàn không hấp thụ ảnh 
sảng thì một điềm sáng ở trong căn buồng đó sẽ tạo 
ra một tập hợp vô số các phản xạ từ căn buồng này tới 
mỗi căn buồng sinh ra từ căn buồng đầu tiên bằng 
những phép đối xứng (H. 65) Với hình thức kết hợp các 





tấm gương khỏng đều, chẳng hạn với ba gương thì 
một hệ thống phản xạ phức tạp hơn được tạo thành. Thế 
hình thu được chỉ đễ mô tả trong trường l:ợp các tam giác 
dã bị dối xứng không phủ lên 


nhau và phủ toàn bộ mặt phẳng. `. _ 

Chỉ eó tam giác vuông cân, tam 5š... va 
giác đều và tam giác vuông là sẽ lo lừng ty 
nửa tam giác đều mới có tính mm... 


chất như vậy (H, 66). 

Còn xảy ra những tình huống 
kỳ lạ hơn nếu ta xét các phép 
nghịch đảo lặp đối với một cặp đường tròn. Đứ: g 
giữa hai gương cầu đồng tâm, ta phát hiện thấy tập 
hợp vỏ số các phản xạ đồng tâm. Một dãy các 
phản xạ này ra xa vò tận, một dãy khác lại tập 


ó0 


H. 66. Hệ thống gương 
tam giác đều 
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trung gần tâm. Trường 

hợp hai đường tròn 

ngoài nhau thì phức tạp 

. hơn: các đường tròn 
và các phản xạ của chúng 

được phản xạ liên tiếp 

cái này vào cái kia, sau 
Ì mỗi phẩn xạ sẽ nhỏ đi 

và co về hai điểm giới 

hạn theo mỗi đường tròn 

— _H. 67. Sự đối xứng lặp đã cho(những điểm này 
qua hai gương cầu. có tính chất nghịch đảo 

_ _ với nhau đối với đường 

tròn đã cho). Tất cả những điều ấy đã được chỉ ra 
trên H. 67. Bạn đọc có thề hình dung điều đã xây ra. 


trong trường hợp ba đường tròn nếu xem hình biều 
tị trên H. 68. 
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H. 68. Sự đối xứng qua ba gương cầu 
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CHƯƠNG IŸ 


HÌNH HỌC XẠ ẢNH _ TIÊN ĐỀ HỌC ~ 
HÌNH HỌC PHI ƠCLIĐ 


1. MỞ ĐẦU 


1.Sự phân loại các tình chất hình học — Tính bất biến 
trong các biến đòi. {rong hình học, người ta nghiên cửu 
tỉnh chất của các hình trong mặt phẳng và trong không 
gian. Những tính chất này nhiều và đa dạng đến 
nỗi cần phải có một nguyên tắc nào đỏ đề sắp xếp tập 
hợp rộng lớn các trí thức thu thập được. Chẳng hạn, 
có thề chăng, chọn phương pháp đã được áp dụng 
trong khi rút ra các khẳng định làm cơ sở cho việc 
phân loại. Với quan điềm đó người ta thường phân 
biệt thành hai qui trình œtôag hợp » và « phân tích ›. 
Các chứng minh tông hợp liên quan chặt chẽ với 
phương pháp tiên đề cỗ điền bắt nguồn từ Oclid : lập 
luận được xây dựng trên cơ sở hình học thuần túy, 
độc lập vời các phương tiện đại số và với khái niệm 
continum số; mọi định lý được suy ra một cách hình 
thức bằng con đường logic xuất phát từ một số các 
mệnh đề ban đầu nào đó được gọi là các tiên đề hoặc 
định đề. Một phương pháp khác có liên quan đến việc dưa 
vào hệ thống tọa độ bằng số và áp dụng các công cụ 
kỹ thuật của đại số, Phương pháp này gây ra những 
biến đồi sâu sắc trong bản thân khoa học toán học, gắn 
hình học giải tích và đại số thành một thề thống, nhất, 
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Tuy nhiên, trong chương này ta quan tâm nhiều hơa 
đến sự phân loại về nội dung tức là về bản thân sự 
khẳng định các định lỷ chứ không phải về phương 
pháp chứng minh chúng. Trong hình học sơ cấp của 
mặt phẳng người ta phân biệt rõ hai nhóm định lý; 
một loại đề cập đến sự bằng nhau của các hình, về sự 
biến thiên của các đoạn thẳng và góc; một loại khác 
đề cập đến sự đồng dạng của các hình, đối với vấn đề 
này thì cái quan trọng là sự đo góc chứ không phải sự 
đo các đoạn thẳng. Sự khác biệt kề trên không quan 
trọng lắm, bởi vì độ dài các đoạn thẳng và độ lớn các 
góc có liên quan khá chặt chể với nhau, việc phân 
biệt chúng có ít nhiều giả tạo việc nghiên cứn những 
mối quan hệ này là đối tượng của lượng giác). Ta 
lưu ý đến một khía cạnh khác của vấn đề. Trong 
hình học sơ cấp, ta nghiên cứu các đại lượng: 
các đoạn thẳng, góc, diện tích, Hai hình được coi là 
tương đương nếu chứng là foàn đẳng, nghĩa là có thể 
biến đồi hình nọ thành hình kia nhờ phép dời hình — 
các biến đồi chỉ thay đồi vị trí của hình mà không thay 
đồi số đo của các đại lượng có liên quan vời hình đó.. 
Một vấn đề nảy ra: giá trị các đại lượng và cùng với 
chúng tính toán đẳng hoặc tính đồng dạng của các hình 
phải chăng là một cái gì đó bất biến trong hình học ? 
Hay là còn có những tính chất khác sâu sắc hơn của 
các hình hình học được giữ. nguyên trong những biến 
đồi tổng quát hợn phép dời hình ? Ta sẽ thấy rằng có 
những tính chất như vậy. 

Ta hình dung trên một tấm bằng hình chữ nhật làm 
bằng vật liệu đàn hồi mềm có vẽ một hình tròn với 
hai đường kính vuông góc H. 69. Nếu ta đặt tấm bằng 
này vào một cái êtô và ép cho đến nửa chiều rộng 
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ban đầu của nó thì 
đường tròn sẽ biến 
thành một elip và các 


đường kính sẽ khỏng 
vuỏng góc với nhau 
nữa. Đường tròn có 


tính chất là mọi điềm 
H.69. Sự co hình tròn. của nó cách đều tâm, 
nhưng clip không có 
tính chất đó, Dường như sự nén đã hủy di tắt cả các 
tỉnh chất hình học của hình ban đầu. Nhưng giả thiết 
đó còn xa sự thực: chẳng hạn, khẳng định về tâm chia 
đôi đường kinh vẫn còn đúng cho cả đường tròn và elip; 
ở đây ta gặp một tính chất của hình được bảo toàn 
trong sự thay đôi khá rõ rệt về kích thước các yếu tố 
riêng biệt của hình đó. Chú ÿ vừa nêu gợi ý ta khả 
năng phìn :oại các định lý nói về một hình hình học 
nào đó tủy thuộc vào chúng còn hiện lực hay mất hiệu 
lực trong phép co đều (hoặc dân đều), Có thể đặt ra một 
vấn đề tềng quát hơn: xuất phát từ một lớp biến đồi 
hình cho trước nào đó (những lớp như vậy, chẳng hạn, 
có thề được sinh ra bởi tập hợp các phép dời hình 
hoặc phép co, các phép nghịch đảo tròn v.v.,); cần 
nghiên cứu những tính chất của hình là bất biến khi 
hình đó chịu sự tác động của các phép biến đồi thuộc 
lớp đã cho. Hệ thống các định lý khẳng định những 
tỉnh chất như thế hợp thành hình học của lớp các biến 
đồi đang được xem xét. Tư tưởng phân loại hình học 
theo các lớp biến đồi là của Phêlix Kliêin (1849 — 1925) 
Tư tưởng này được phát biểu năm 1872 trong diễn văn 
nồi tiếng của ông, sau này được phô biến rộng rãi 
dưởi cái tên «Chương trình Eclanghen 2. Từ đó, tư 
tưởng này có ảnh hưởng quyết định đến chiều hưởng 
của các nøhiên cửu hình học. 
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Trong chương V,' ta sẽ xác nhận một tình hình khá 
độc đáo là có một số tính chất nào đó của hình hình 
học ần sâu đến nỗi không mất đi sau những biến dạng 
hoàn toàn tùy ý. Chẳng hạn, các hình vẽ trên miếng 
cao su sẽ không mất đi những đặc điềm nào đó ngay 
(ronø những biến dạng mạnh nhất và khác nhau nhất. 
Tuy nhiên, trong chương này ta chỉ nghiên cứu các tính 
chất được bảo toàn, là ‹ bất biến» trong một lớp các 
biến đổi đặc biệt nào đó rộng hơn lớp các phép dời 
hình nhưng hẹp hơn lớp các biến đạng tùy ý tông quát 
nhất. Ta sể nói về lớp « các biến đồi xa ảnh ». 

2. Các biến đòi xạ ảnh. Bài toán phối cảnh đã được 
các họa sĩ (trong đó có Lêonard đơ Vanhxi và Albrext 
Đuyne) đề cập đến đã gợi ý các nhà toán học thời xưa 
nghiên cứu vấn đề này. Hình về do họa sĩ tạo ra được 
xem như hình chiếu của vật mẫu trên mặt phẳng bức 
về mà tâm chiếu là mắt sủa họa sĩ. Trong phép chiếu — 
tùy thuộc vào các vị trí khác nhau của các sự vật cần 
về — thì độ đài đoan thẳng và các góc không tránh khỏi 
phải chịu một sự thay đồi. Nhưng thường thường vẫn 
nhận ra được cấu trúc hình học của vật mẫu thông qua 
hình về một cách dễ dàng. Giải thích tình hìnlr này như 
thế nào? Không thể giải thích cách nào khác nếu như 
không chỉ ra được những tính chất hình học là « bất 
biến đối với phép chiếu ». Đó là những tỉnh chất được 
bảo toàn trên hình vẽ, làm cho ta nhận ra được hình 
mẫu. Việc phát hiện và phân tích những tính chất này 
là đối tượng của hình học xạ ảnh. Hoàn toàn rõ ràng 
rằng trong lĩnh vực hình học này sẽ không chứa những 
khẳng định « dương tính » có liên quan đến độ dài các 
đoạn thẳng riêng biệt hoặc độ lớn các góc riêng biệt; 
nó không đề cập đến sự bằng nhau của các hình. Những 
sự kiện rời rạc có liên quan đến các tính chất xạ ảnh 
đã được biết đến từ thế kỷ XVIIL, có khí tử rất xa 
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như trường hợp «địn! lý Menolau» » chẳng hạn. Song 
mãi đến cuối thế kỷ XVIII, ghi trường bách khoa nồi 
tiếng ở Pari mở ra một (rang mới trong lịch sử toán 
học, đặc biệt trong hình ñọc. mới thực sự cớ những, 
công trình nghiên eứu có hệ thống trong lĩnh vực hình 
học xạ ảnh. Nhà trường này được cách mạng Pháp xảy 
dựng nên đã đào lạc ra một số lớn sÏ quan phục vụ 
xuất sắc cho nước cộng hòa của họ. Trong sẽ đó có 
đăng Viktor Dôngxơliê (1788 — 1867) người đã viết bản 
«Luận văn về các tính chất xa ảnh của các hình » khi 
bị bắt làm tù bỉnh ở Nựa. 


Đến thế kỷ XIX, hình học-xạ ảnh dã trở thành một 
trong những đối tượng được nghiên cửu nhiều trong 
toán học do ảnh hưởng của Stâyner, Staudt, Šalơ và 
các nhà toán học khác. Tính phồ cập cúc hình học này, 
một phần là do tính hấp dẫn đặc biệt về thầm mỹ của 
nó, một phần khác là do khả năng soi sáng khoa học 
bình học nói chung và có những liên hệ bên trong sâu 
sắc với hình học phi Ơelid và với đại số học. 


§ 2. NHỮNG KHÁI NIỆM CƠ BẢN 


1, Nhóm eác biến đồi xạ ảnh, Trước hết ta hãy xác 
định lớp hoặc « nhóm »! các phép biến đôi xạ ảnh. Giả 
thử cho trước bai mặt phẳng x và z° trong không gian, 


(1) Thuật ngữ * nhóm » áp dụng vào nhóm các biến đồi có 
nghĩa là sự thực hiện liên tiếp hai biển đồi của lớp đang xét 
cũng là một biến đồi của lớp đó và một biến đồi * nghịch đảo » 
với mÔt biến đồi của lớp đang xét cũng thuộc lớp đó. Các tính 
chất nhóm của các phép toán đã và đang tiếp tục giữ vai trò 
rất lớn trong nhiều lĩnh vực, tuy nhiên đối với bình học thì 


ý nghĩa của khái niệm * nhóm » ở đày có thể là đã được cường 
điệu lên đôi chút, 
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song song hoặc không song song với nhau. Ta thực 
hiện một phép chiếu xuyên tâm œ trên ` vời tâm O cho 
trước không nằm trên +x và œ, cho ứng với mỗi điềm P 
của mặt phẳng œ một điềm P' của mặt phẳng œ' sao cho 
P và P' nằm trên củng một đường thẳng đi qua O, 
Tương tự, ta sẽ thực hiện một phép chiều song song 
nếu giả thiết các đường thẳng chiếu song song với 
nhau. Cũng làm như vậy ta sẽ định nghŸa được phép 
chiếu của một đường thẳng hoặc của một đường cong 
l trong mặt phẳng œ lên một đường Ì' nảo đó của mặt 
phẳng x', trong đó phép chiếu có thể là xuyên tâm 
hoặc song song. 


Mọi ảnh xạ của một hình lên một hình khác thu được 
bằng phép chiếu (xuyên tâm hoặc song song) hoặc bằng 
một dãy hữu hạn các phép chiếu như vậy, được gọi là 
một biến đồi cạ ẳnhG. Ilình học zạ ảnh của mặt phẳng 
gồm một hệ thống các dịnh lý hình học được bảo toàn 
trong các biến đồi xạ ảnh bất kỳ các hình tương ứng. 
Hình học xạ ảnh khác hẳn với hìnlt học mêtric là một 
hình học bao gồm hệ thống các định lý xác lập mối 
liên hệ giữa các đại lượng trong các hình được xét chỉ 
là bất biến đối vời lớp các phép dời hình. Có thể phát 
biều trực tiếp vài tinh chất xạ ảnh, Một điềm được chiếu 
thành một điểm. Hơn nữa, mót đường thẳng cũng được 
chiếu thành một đường thẳng ; quả vậy, nếu chiếu 
đường thẳng l trong mặt phẳng + lên mặt phẳng zx' thì 
giao tuyến Ì' của mặt phẳng xœ`' với mặt phẳng đi qua 


(1) Nếu hai hình chỉ liên hệ với nhau bằng một phép chiếu 
thì ta thưởng nói rằng chúng phối cảnh với nhau. Bởi thế, nếu 
ta nói hình F biến thành hìnhF” sau biến đôi xạ ảnh thi điều 
này có nghĩa là F và F` phối cảnh với nhau hoặc, có thề chỉ 
ra một dãy các hình F›; Êt; Eạ-..., Pa; F` sao cho bÃt kỳ hai 
bình đứng liền nhau đều phối cảnh với nhau. 
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Ó@ và 1 phải là một đường thẳng(2, Nếu điềm A và đường 
thẳng L là liên thuộc(2) thì điềm A" là đường thẳng l' là 
ảnh của chúng sau biến đồi xạ ảnh cững là liên thuộc. 
Nói cách khác, (ính liên thuộc của một điềm 0à một 
đường thằng là một tihh chất bất biến đối ouới nhóm các 
biến đồi xạ ảnh. Từ sự kiện này suy ra một loạt các hệ 
quả đơn giản nhưng rất quan trọng. Nếu ba điềm (hoặc 
nhiều hơn ba) là cộng tuyên, tức là liên thuộc với cùng 
một đường thẳng thì các ảnh của chúng cũng cộng 
tuyến. Tương tự, nếu ba đường thẳng trong mặt phẳng 
đồng qui tức là liên thuộc với cùng một điềm thì ảnh 
của chúng cũng là những đường thẳng đồng qui. Trong 
khi các tính chất đơn giản — tính liên thuộc, sự cộng 
tuyến, sự đồng qui — là những (tính chàit xạ ảnh (tức là 
những tỉnh chất bất biến đối với các biến đồi xạ ảnh) 
thì nói chung số đo các đoạn thẳng và góc cũng như 
tỈ số các đại lượng đó sẽ thay đồi trong biến dồi xaảnh. 
Chẳng hạn, tam giác cân hoặc đều có thề được chiếu 
thành tam giác có canh không bằng nhau, Từ đó suy 
ra khái niệm « tam giác » thuộc về hình học xạ ảnh; 
khái niệm «tam giác đều » không thuộc về hình học đó 
mà chỉ thuộc về hình học mêtric. 


2. Định lý Đedac. Định lý Đêdac (1593 — 1662) là mộ: 
trong những phát minh sớm nhất trong lĩnh vực hình 
học xạ ảnh : trên một mặt phẳng, nếu hai tam giác ABC 
và A'ö'G' ở vị trí sao cho các đường thẳng nối các đỉnh 


(1) Trừ trường hợp đường thẳng OP (hoặc mặt phẳng đi qua 
O và l) song song với mặt phẳng T£, Ngoại lệ này sẽ được xóa 
bỏ trong 64. 


(2) Điềm và đưởng thẳng gọi là liên thuộc nếu đường thẳng 
đi qua điềm hoặc điềm nằm trên đường thẳng. Thuật ngữ 
“trung tíiab»® này nhấn mạnh tính tương hỗ của quan hệ 
đang xét. 
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H.70. Phép chiếu xuyên tâm 





H. 71. Phép chiếu song song 


tương ứng đồng qui thì ba giao điềm của các cạnh 
tương ửng kéo dài sẽ cộng tuyến, Định lý được thề 
hiện trên hình vẽ (H.72), đề nghị bạn đọc thử nghiệm 
lại định lý này trên các hình vẽ khác. Chứng minh của 
định lý không phải là tầm thường mặc dầu hình về rất 
đơn giản chỉ gồm có các đường thẳng. Định lý rõ ràng 
thuộc về hình học xạ ảnh bởi vì trong phép chiếu thì, 
hình vể đang xét sẽ khỏng mất các tính chất đã nẻu 
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H. 72. Định lý Đêdac trong mặt phẳng 


trong định lý. Ta còn trở lại định lý này một lần nữa, 
Œ đây, chúng tôi muốn lưu ý bạn đọc một tình bình 
đặc biệt là định lý Đêdac cũng đúng khi các tam giác 
được xét nằm trong hai mặt phẳng khác nhau (không 
song song) và định lý Đêdac cba chiều › hoặc « không 
gian» được chứng minh dễ dàng. Theo giả thiết, các 
đường thẳng ÁA'°, BB' và CC" cắt nhau ở điềm O (H.?3). 





H‹ 73. Định lý Đêdac trong không gian 


Như vậy, các đường thẳng AB và A'B' nẫm trên một 
mặt phẳng, do đó chúng cắt nhau ở một điềm R nào 
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đó: cũng vậy, giả thử AC và A*C' cắt nhau ở điềm Q, 
BC và H' cắt nhau ở điền P. Vì các điềm P, Q,R 
năm trên các cạnh kéo dài của các tam giác AHC và 
A'®'C' cho nên chúng nằm (rong mặt phẳng của mỗi 
tam giác. Do đó, ba điềm P, Q, R nằm trên giao tuyến 
của hai mặt phẳng đã cho; có nghĩa là chúng cộng 
tuyến và điều dòi hỏi đã được chứng minh. 


Chứng minh đơn giản này gợi cho ta ý định cố gắng 
chứng minh định lý Đêdaec (hai chiều » nhờ sự chuyền 
qua giới hạn, từ từ nén toàn bộ hình về không gian 
sao cho hai mặt phẳng đến trùng nhau trong đó có cả 
điểm O. Song, việc chuyền qua giới hạn này không đơn 
giản, bởi vì giao tuyến PQR sẽ khòng dược xác dịnh 
một cách đơn trị khi hai mặt phẳng trùng nhau. Tuy 
nhiên hình về trên HH. 72 có thề xem như hình phối 
cañnh của hình không gian trên H.73 và vẫn có thể lợi 
dụng tình hình này trong khi chứng minh định lý 
« phẳng ›. 


Có sự khác biệt quan trọng giữa định lý Đàèdac trên mặt 

phẳng và trong không gian. Chứng minh trường hợp ba chiều 
chí dựa trên những kiến thức hình học có liên quan đến tỉnh 
liên thuộc của các điềm, các đường thẳng và các mặt phẳng. 
Có thề chứng tổ rằng chứng minh của định lý bai chiều — uới 
Uẻu cầu không uượi ra khỏi một mặt phẳng cho trước — tất yếu 
phải dựa trên những tính chất nào đó của các hình đồng dạng 
đã không còn thuộc về hinh họa xạ ảnh mà thuÔc về hình 
học mêtric. 
- Định lý đảo của định lý Đêdac khẳng định rằng nếu ba 
giao điềm của các cạnh tương ứng cộng tuyến thì các đường 
thăng nối các đỉnh tương ứng sẽ đồng quy‹ Chứng mỉnh của 
định lý này trong trưởng hợp các tam giác nằm trên những 
mặt phẳng không song song được dành cho bạn dọc tự thưc 
hiện đẻ luyện tạo. 
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§ 3. TỶ SỐ KÉP 


1. Định nghia và chứng mình tính bát bt†ến. Nếu như 
độ dài của một đoạn thẳng chính là cải chia khóa của 
hình học métrie thì trong hình học xạ ảnh cũng có một 
khái niệm cơ bản nhờ đó có thể biều thị mọi tính chất 
xạ ảnh khác nhau của các hình, 


Giả thử ba điềm A, BH và € nằm trên một đường 
thẳng. Nói chung thì một phép chiếu không những chỉ 
làm thay đồi các khoảng cách AH và BC mà làm thay 


đồi cả tỷ số ^Š của chúng. 
HC 


Thực vậy, ba điểm A, B, Ö© bã/ kỳ trên đường thẳng 
1 có thề được biến đồi thành ba diềm bất kỳ A', B', C? 
trên đường thẳng lï bằng hai phép chiếu liên tiếp. 
Muốn thấy rõ điều này, ta quay đường thẳng Ì' quanh 
điềm C' đến vị trí l'' song song vời ! (H. 74). Sau đó, 
bằng cách chiếu l xuốnz L''* theo phương song song với 
CC' ta được ba điềm A"', B3" và C°' (- C'). Các dường 
thắng A'°A"' và B'B'' cắt nhau ở O mà ta sẽ chọn làm 
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tâm của phép chiếu thứ hai, Hai phép chiếu thực hiện 
liên tiếp nói trên sẽ cho ta kết quả cần thiết, 

Từ điều đã chứng mình suy ra không thề có một đại 
lượng nào được xác dịnh chỉ bằng ba điềm trên một 
đường thẳng là bất biến trong phép chiếu. Nhưng trong 
đó có bao hàm một phát minh chủ yếu trong hình học 
;aạ ảnh — nếu bố; điềm A, B, C, D cho trước cùng nằm. 
trên một đường thẳng biến thành những điềm A', B',. 
C, D' của một đường thẳng khác trong phép chiếu thì 
đại lượng gọi là (¡ số kép của bốn điềm đó sẽ không 
thay đôi giá trị trong phép chiến. Ớ đây có bao hàm 
một tỉnh chất toán học của hệ bốn điềm trên đường 
thẳng có tên gọi là tỉnh chất bất biến, tính chất này có 
thể phát hiện thấy trong mọi phép chiếu của đường 
thẳng dang xét. TỈÌ số kép không phải là khoảng. 
cách, cũng không phải là tỈ số các khoảng cách mà 
là H số của hai tÌ số như 0ậu: nếu tạ lập các tỉ số 
CA .„ DA CA „ DA 


và ——- thì tỉ số của chủng x = : —— là tỉ số 
GB DB CH DB 


kép của bốn điềm A, B, C, D, lấy theo thứ tự đã nêu 
ở trên, 

Bây giờ, ta sẽ chứng tỏ rằng tỉ số kép của bốn điềm 
là bất biến trong phép chiếu, tưc là nếu A, B, G, D, và 
A', B, C?, D? là hai bộ bốn điềm trên hai đường thẳng 
và giữa chúng có một tương ứng xạ ảnh thì có đẳng 
thức 





CA DA _ ŒA', DAY. 
CH DB  CH ` DH' 
Chứng minh là hoàn toàn sơ cấp. Ta nhớ rằng diện 
tích của tam giác bằng nưa tích của cạnh đáy với chiều 


(1) Các bạn nghĩ xem phải làm gì nếu các đường thẳng 
A `A”` và BỶ BỶ song song vời nhau. 
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cao; mặt khác nó cũng bằng nửa tích của hai cạnh với 
sin của góc xen giữa hai canh dỏ. Khi đỏ ta được (H.79): 


điện tích OCA = -L b.CA= ® OA.OC sin ĐA. 


2 
điện tích OCB = == h.C= h OB.OC sin CÔR, 
diện tích ODA = h h. DA= 0 OA.ODsin ĐO, 
điện tích ODB = _ h.DB— % OB.OD sin ÕOB 





H. 75. Tinh bất biến của tỈÌ số kép 


Từ đó: 
CA, DA _ CA DH _ OA.OCsinCÓA- 
CB ` DB C5 ĐÀ O0B8.0CsinCOB 
OB OD sinDOB _— sinCOA .sin DOB 


l OØA.OD sin DỌA sinẾOI?. sin Box 


Như vậy, tỈ số kép của bốn điểm A, H, C, D chỉ phụ 
thuộc vào các góc tạo bởi các đoạn thẳng OA, OBH, OC, 
OD tại điềm O. Vì những góc này không thay đôi với 
mọi bộ bốn điềm A', B°, ©*, D' do A, B, Ö, Ð biến thành 
trong phép chiếu cho nên rõ ràng tỉ số kép lkhòng thay 
đồi trong phép chiếu. 
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Tính chất tỈ số kép 
không thay đổi trong 
phép chiếu song song 
được suy ra từ các tính 
chất sơ cấp của các tam 
giác đồng dạng. Đề nghị 
bạn đọc tự chứng minh 
đề luyện tập (H. 76). 





Cho đến nay, khi nói 
về tỉ số kép của bốn !I. 76. Tính bất biến của tỈ số 
điểm A. B, C, D trên kép trong phép chiếu song song 


đường thẳng l, ta đã 
giả thiết tỉ số này gồm các đoạn dương. Nên 
biến đồi định nghĩa này như sau. Ta chọn một trong 
hai hưởng của đường thẳng ! làm hưởng dương và qui 
ước rằng mọi đoạn thẳng tính theo hướng đó được coi 
là số dương còn những đoạn thẳng tính theo hướng 
ngược lại là các số âm. Hây giờ ta sẽ định nghĩa tỉ số 
kép của các diềm A, B, C, Ð (lấy theo thứ tự đó) theo 
công thức 

(ABCD) = CÊ. ; ĐÁ 

CH DB 

trong đó dấu của các số CA, Cũ, DA, DB được chọn 
theo các diều kiện đã nêu ở trên, Bởi vì, khi thay đồi 
hướng trên đường thẳng l thì ta chỉ thay đồi dấu của 
cả bốn đoạn thẳng, cho nên giá trị (ABCD) không phụ 
thuộc vào sự chọn hướng. Dễ nhận thấy rẵng (ABCD) 
có dấu âm hoặc dấu dương tùy theo cặp điềm A, B có 
giản cách cặp điềm CC, D hay không. Vì tính chất « bị 
gián cách » là bất biến đối vời phép chiếu cho nên tỈ 
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(44/0) >2 số kép (ABCD) được hiều 
SPTs 3 £ 2 theo ngHĩa mời (như là một 
đại lượng có dẫu) cũng bất 
(2At2) <ô biến. Ta chọn một điềm gốc 
2G” y5 O trên đường thẳng ! và 
cho ứng với mỗi điềm của 
đường thẳng l khoảng cách 
từ điềm đó đến gốc O với 
dấu thích hợp gọi là tọa độ x của nó; như vậy, nếu 
biều thị tọa độ của A, B, ÓC, D theo thứ tự là xị, Xạ, X; 
x, thì ta có công thức: 


(ABCD) = CA DA _ x;—x;, X,—Xi 


z2 
H. 77. Dâu của tỉ sẽ kép 


CH DB Xa — Xạ X¿—X¿ 
Xa — Xì +, — Y2 
Xà — X2 X„ — Xị 


Nếu (ABCD) = —] tức là khi = — khác thì các điềm C 
CB DB 

và D chia trong và chia ngoài đoạn Al theo cùng một 

tỈ số. Trong trường hợp này ta nói rẳắng C và D chia 

điều hòa đoạn AB và mỗi điểm C và D được coi là liên 

hợp điều hòa của điềm kia đối với cặp điềm A, B. Nếu 


(ABCD) = l1 thì các điềm C và D (hoặc A và B) trùng 
nhau. 


Cần lưu ỷ rằng khi định nghĩa tỉ số kép (ABCD) thi 
thứ tự chọn các điềm A, B, C, D cỏ một vai trò quan 
trọng. Chẳng hạn, nếu (ABCD) = À^ thì tỉ số kép (BACD) 





H. 78. Biều thức tọa dộ của tỉ số kép. 
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sẽ bằng 1/^A, trong khi đó thì (DACB) = Í —À^À; bạn 
đọc có thể tự chứng minh điều này không khó khăn 
gì. Hốn điềm A, BH, C, D có thể hoán vị cho nhau bằng 
4.3.2.1 = 24 cách khác nhau, mỗi hoán vị tương ứng 
với một giá trị của tỉ số kép; chẳng hạn (ABCD) = 
= (BADC). Đề luyện tập, chúng tôi dành cho bạn đọc 
chứng minh trong 24 hoán vị có thể của bốn điềm, 
chỉ có sáu giá trị khác nhau của tỉ số kép, đó là: 


1A, D, ACL 1À 
À À 1 —À À —I 

Sáu đại lượng này, nói chung thì khác nhau, nhưng 

với một số giá trị của ^ thì có thể có hai đại lượng 

trùng nhau; chẳng hạn, với À = — Í trong trường hợp 

chia điều hòa. 

Ta cũng có thề định nghĩa tỉ số kép của bốn đưởng 
thằng 1, 2, 3, %$ đồng phẳng uà đồng qui là tỉ số kép 
của bốn giao điềm của các đường thẳng dó với một 
đường thẳng nào đó cùng nẫm trong mặt phẳng. Vị trí 
của năm đường thẳng này là không quan trọng đo tính 
bắt biến của tỉ số kép trong phép chiếu, Tương đương 
với định nghĩa đó là định nghĩa sau đây: 
sin (1,3) _ sin (1, 4) 
sin (2,3) ˆ sin(2, 4) 
phải lấy dấu (-L) nếu cặp đường thẳng 1, 2 không bị 
gián cách bởi cặp 3, 4; phải lấy dấu (—) nếu chúng bị 
gián cách (trong công thức trên thì (1, 3) chẳng hạn, 
biều thị góc giữa các đường thẳng I và 3). Cuối cùng, 
có thề định nghĩa tỉ số kép của bốn mặt phẳng đồng 
(rực (bốn mặt phẳng cắt nhau theo môt „đường thẳng 
hoặc truc»). Nếu một đường thẳng nào đó cắt các 


T 
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mặt phẳng tại 4 điềm 
th t số kép của 
những điềm đó bao 
giờ cũng có một giá 
trị không phụ thuộc 
vào việc chọn đường 
thẳng (đề nghị bạn 
đọc chứng minh đề 
luyện tập). Bởi thế có 


thể gọi giá trị thu 

L^`E được là tỈ số kép của 

bốn mặt phẳng đang 

xét. Nói cách khác, 

H, 79. Tỉ số kép của bốn mặt phẳng CÓ thề gọi tỉ số kép 

đồng trục. của bốn mặt phẳng 

đồng trục là tỉ số kép 

của bốn giao tuyến 

của chúng với một mặt phẳng thứ năm bất kỳ (H. 29). 

Khái niệm tỉ số kép của bốn mặt phẳng gợi ý ta nêu 

vấn đề: liệu có thể định nghĩa biến đồi xạ ảnh của 

không gian ba chiều lên chính không gian đó hay không. 

Tất nhiên, dịnh nghĩa bằng phép chiếu xuyên tâm 

không mở rộng được một cách trực (tiếp từ trường hợp 

hai chiều đến trường hợp ba chiều. Nhưng có thể 

chứng minh rằng, mỗi biến đồi liên tục của mặt phẳng 

lên chính nó biến đổi các điềm thành các điềm và các 

đường thẳng thành các đường thẳng một cách đơn trị 

hai chiều là một biến đồi xạ ảnh. Tình hình đó đã gợi 

ý cho ta đưa ra định nghĩa sau đây đối với trường 

hợp ba chiều: một biến đồi xạ ảnh của không gian là 

một biến đồi liên tục đơn trị hai chiều biến các đường 

thẳng thành các đường thẳng. Có thể chứng mình các 
biến đổi như vậy bảo toàn tỉ số kép. 
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Ta bồ sung thẻm một số chú ý nữa. Giả sử cho ba. 
điêm A, 3, C có tọa dộ xạ, xạ, xạ. Cần tìm điềm thứ tư 
D sao cho (ABCH)) = À (À cho trước). Nói chung, bài 
toán có và chỉ có một lời giải (trường hợp đặc biệt 
Àè = —, bài toán qui về việc dựng điềm điều hòa thứ 
tư, sẽ được xét tỈ mỉ trong mục tiếp sau). Thực vậy; 
nếu x là tọa độ của điềm D phải tìm thi phương trình: 

X CN XCXp A 
Xa — Xo X —*, 
có đúng một nghiệm. Cho rằng xạ, xạ, x, là cho trước 


và đề cho gọn, đặt S3 —“”!'—-kta được nghiệm có dạng 





X;ạ — X¿ 
x= =—., Chẳng hạn, nếu các điềm A,B,C cách đều 
nhau và có tọa độ theo thứ tự *¡=0Ũ, x¿cdđd; xạ = 2d thì 
_ 24-0 = 2 và x— 2d : 
51 — 4 2 — À 


Nếu đường thẳng l được 
chiếu từ hai tâm khác nhau 
Ó° và O'' lên hai đường thẳng 
PP và !*° khác nhau thì ta 
sẽ được miột tương ửng 
P«e+P' giữa các điềm của 
các đường: thẳng Ì và F và 
một tương ứng ÐP + P”giưa 
các điềm của các đường 
thẳng 1 và l'', NEững tương 
ửng đó quy định ra một 
tương ứng P' «+ Ì*** giữa các 
diễm của các đường thẳng 
VỀ v : mod, Tp ộ “ho H.80. Tương ứng xạ ảnh giữa 
điểm À',H),C', D' có cùng ,¿c điềm của hai đường 
một tỉ số kép với bộ bốn thẲng 
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điềm tương ứng A"', B°', C"', D*.trên l°', Mọi trơng ưng 
một — một giữa các điềm của hai đường thẳng có 
tính chất đó được gọi là một tương ứng +ạ ảnh, không 
phu thuộc vào phương pháp xác định tương ứng đó. 
se Áp dụng vào tứ giác toàn phần. Với tư cách một 
ửng $ung của tính bất biến của tỉ số kép, ta sẽ chứng 
minh một định lý tuy đơn giản nhưng quan trọng của 
hình học xạ ảnh. Ta xét fứ giác toản phần là hình hợp 
bởi bốn đường thẳng bất kỳ trong đó không có ba 
đường nào đồng quy và sáu giao điềm của chủng. 
Trên H.8i bốn đường thẳng đó là AE, BE, BI, AE. 
Các đường thẳng 
F AB, EG và IF là 
` các đường chéo 

của tứ giác. 

Ta xét một 
đường chéo (AB 
chẳng hạn) và lấy 
các giao điềm C 
và D của nó với 
bai đường chéo 





ẳ ` khác Định lý 

H.8! Tứ giác toàn phần. khẳng định sự 

_ tồn tại của dẳng 

thức (ABCD) = —I; điều này được diễn đạt bằng lời 


như sau: các giao điềm của một đường chéo 0uới hat 
đường chéo kia sẽ chía điều hỏa đoạn nối các đỉnh của 
tứ giác. Muốn chứng minh, ta chỉ cần lưu ý rằng: 
x= (ABCD) = (IFHD) (chiếu từ E) 
FHD) =(BACD) (chiếu từ G) 
ä biết: (H —- "¬.— ơi —- nã —¬ 
Ta đã biết: (BACD) ABCD) : bởi thế X = Hộ xì 
= Ì, x= ‡+ l Nhưng vì G, D gián cách A, B cho nên. 
tỉ số kép x âm, do dó nó phải bằng —L 
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Tịnh chất đặc biệt của tử giác toàn phần vừa thu 
được giúp ta dựng điểm liên hợp điềt, hòa với điềm C 
đối với cặp A, B (nếu A, B, € cộng tuyến) chỉ bằng 
thước kẻ. Chỉ cần chọn một điềm E bất kỳ ở ngoài 
đường thẳng đã cho rồi về các đường thẳng BA, EB, 
EC; san đó lấy điềm G tùy ý trên EC rồi về các đường 
thắng AD và BD cắt EB và EA ở các điềm E và I; s&u 
cùng vẽ đường thẳng IF cho cẮt đường thẳng ban đầu 
ở điềm D phải tìm. 


§4. SỰ SONG SONG VÀ SỰ VÔ HẠN 


1. Những điềm xa vô tận «lý tưởng». Sự xem xét 
kỹ lưỡng những*điều đã trình bày trong mục trước cho 
ta thấy rằng trong nhiều trường hợp, những luận cử 
đưa ra sẽ mất hiệu lực rếu những đường thẳng mà giao 
điềm phải đựng của chúng song song với nhau. Chẳng 
hạn, phép dựng điềm điều hòa thứ tư D sẽ không thực 
hiện được nếu 
đường thẳng IF 
song song với ÀH. / ---_- 
Các lập luận hình 2 2a 22 
học ở mỗi bước 
sẽ phức tạp thêm jHinh 892. Vẽ đường thẳng qua chướng 
đo các đường song ngại vật. 
song không có 
điềm chung, mỗi lần nói đến giao điềm của các đường 
thẳng lại phải xét riêng trường hợp song song. Mặt 
khác, ta buộc phải phân biệt và giải thích phép chiếu 
song song bên cạnh phép chiếu xuyên tâm. Nếu không 
thoát ra khỏi tình trạng đó thì hình học xạ ảnh tất sẽ 
không trảnh khỏi crrc kỳ phức tạp do phải nghiên cứu 
nột cách chỉ tiết các ngoại lệ và trường hợp riêng. 
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Điều đó giúp ta tìm ra lối thoát theo hưởng khác, cụ 
thể là theo con đường khái quát hóa các khúi riệm cơ 
bản đề xóa bỏ được những ngoại lệ có thề có. 


Một minh họa hình học sẽ giúp ta. Ta thấy rằng nếu 
một đường thẳng cắt một đường thẳng khác đang quay 
đần tời vị trí song song thì giao điềm của hai đường 
thẳng sẽ ra xa vô tận. Điều này đưa ta đến một khẳng 
định ngây thơ : hai đường thẳng cắt nhau «ở một điềm 
xa vô tận», Cần phải gán cho cách điễn đạt kiều trên 
một ý nghĩa chỉnh xác đề có thể tiến hành các lập luận 
đối với những điềm « xa vô tàn » hoặc còn gọi là những 
điềm 4 lý tưởng ›» cũng tin cậy và chính xác như những 
lập luận đối với các điềm thông thường trong mặt 
phẳng hoặc trong không gian. Nói cách khác, chúng ta 
muốn mọi qui tắc xử lý các điểm, các đường thẳng, các 
mặt phẳng vẫn có hiệu lực đối với các yếu tố của hình 
học «lý tưởng». Về ý nghĩa toán học thì sự tồn tại 
qeáảc điềm xa vô tận» sẽ được bảo đảm nếu các tính 
chất toán học của những yếu tố mới đưa vào đỏ, tức là 
quan hệ tương hỗ của chúng với nhau và với các điểm 
«thông thường » là rõ ràng và không có sự mâu thuẫn 
lẫn nhau. Thông thường, một hệ tiên đề hình học (trong 
hình học Ơclid chẳng hạn) được suy ra bằng cách trừu 
tượng hóa những quan sát trên các sự vật vật lÿ: 
vết tiếp xúc của bút chì với tờ giấy hoặc của viên phấn 
với mặt bảng đen, những sợi dây căng thẳng, những 
tia sáng, những thanh rắn v. v... Các tỉnh chất của điềm 
và đường thẳng hình học được mô tả bằng các tiên đề 
chính là những sự mô tả đơn giản hỏa và lý tưởng hóa 
ở mức độ cao hành vi của « người anh em sỉnh đôi» 
vật lý học tương ứng với chủng. Qua hai vết chấm chì 
tùy ý không phải chỉ vẽ được một mà « nhiều đường 
thẳng». Nếu đường kính của vết càng nhỏ thì các 
« đường thẳng» như vậy sẽ khó phân biệt với nhau. 
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Đấy là lý do mà ta đã phát biểu thành một tiên đề hình 
học «qua hai điểm bất kỳ có thề về một và chỉ một 
dường thẳng»: ở đây ta nói về các điềm và đường 
thẳng. hình học «trừu lượng» có tỉnh chất thuần túy 
tư biện. Điềm và đường thẳng hình học có những tỉnh 
chất đơn giản hơn nhiều so với các tính chất của bất 
kỳ sự vật vật lý nào. Sự đơn giản hóa là một điều kiện 
quan trọng cho phép xây dựng hình học bằng suy diễn. 

Như ta đã nhấn mạnh, hình học thông thường của 
các điềm và đường thẳng đã trở nên phức tạp do tình 
trạng không có giao điềm của hai đường thẳng song 
song. Diều này thúc dầy ta đơn giản hóa tiếp tục cấu 
trúc của hình học bằng cách mở rộng khái niệm điềm 
hình học đề xóa bỏ trường hợp ngoại lệ đó sũng như 
ta đã mở rộng khái niệm số đề xóa bỏ những hạn chế 
khi trừ và chia. rong hình học, cũng như trong số 
học, chúng ta đã lưu tàm đến việc bảo toàn trong phạm 
vì đã mở rộng những qui luật đã chỉ phối các quan hệ 
trong phạm vỉ ban dầu. 

Như vậy, chúng ta qui ước rồng sẽ bồ sung thêm ảo 
các điềm thóng thường của một đưởng thủng Đất kỳ 
một điềm nữa — điềm l tưởng — uà sẽ coi điềm nàu 
đồng thời thuộc oề tất cả các đưởng thẳng song song uới 
đường thảng đã cho mứ không thuộc các đường khác. 
Hệ quả của qui ước này là mọi cặp đường thẳng trên 
mặt phẳng đã cắt nhau ở một điểm duy n¡ất: các 
đường thẳng không song song thì cắt nhau ở điểm 
thông thường, những đường thẳng song song cắt nhau 
ở điềm «lý tưởng ». Với lý do trực giác thì điểm lý 
tưởng này của dường thẳng được gọi là điềm xa vô tận 
trên đường thẳng. 

Biều lượng trực giác về điểm xa vô tận trên đường 
thẳng có thề dẫn đến ý kiến phải thêm vào hai điềm 
«lý tưởng » trên đường thẳng theo mỗi hướng của nó. 
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Ta chỉ bồ sung thêm một điềm cũng chỉ vì ta lưu # đến 
việc bảo toàn định luật: qua hai đường thẳng vẽ dược 
mót pà chỉ một đường thẲng. Nếu một đường thẳng có 
hai điềm xa vô tận cùng với tất cả những đường thẳng 
sonz song với nó thì qua hai « điềm » như vậy sẽ có một 
tập hợp vô số đường thẳng. 

Ta cng qui ưởc bồ sung thêm vào số các đường 
thẳng thông thường một đường thẳng nữa gọi là đường 
thẳng « xa vỏ tận » chứa tất cả các điềm xa vô tận của 
mặt phẳng và chỉ những điềm ấy mà thỏi. Ta buộc 
phải thừa nhận qui ước đó nấu ta muốn bảo toàn dịnh 
luật ban đầu — «qua hai uiềm tùy ý có một đường 
thẳng › - vàmột định luật nữa «bất kỳ hai dường 
thắng nào cũng cắt nhau tại một điềm ». Thực vậy, ta 
lấy hai điềm lý tưởng bất kỳ. Đường thẳng duy nhất 
ểi qua hai điềm đó khônz thề là đường thẳng thông 
thường, bơi vì theo qui ước đã được thừa nhận thì 
mỗi đường thẳn¿ thông thường chỉ chữa một điềm lý 
trởnz. Mặt khác, đường thẳng đỏ không thể chứa 
những điềm thông thương, bởi vì qua một diềm thông 
thường và mệt tronz những điểm lý tưởng tất yếu cỏ 
một đường thẳng thông thườnu. Rút cục, dường thẳng 
được xét phải chứa /át cả các điềm lý tưởng, bởi vì ta 
muốn rằng nó phải có điềm chúng với mọi đường thẳng 
thông thường. Như vậy, đường thắng ¡nà ta nói đến 
tất yếu phải có tất cả các tính chất mà ta đã gán cho 
đường thẳng lý tưởng ở trong mặt phẳng của ta, 

Theo các qui ước đã được thừa nhận thì một điềm 
xa vỏ tận sẽ được xác định hoặc được biều thị bởi một 
họ các dường thẳng song song, clng giống như một 
số bữu tỈ được xác định bởi một dãy các đoạn hữu tỉ 
lồng nhau. Một phương pháp qui ước loại như vậy sẽ 
m› tả tính song song bằng các thuật ngữ lúc đầu dành 
co những sự vật trực giác riêng rễ, dược thống nhất 
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lại với mục địch không kề thừa những trường hợp ngoại 
lệ, những trường hợp này bây giờ lại dược ân dưởi 
những thuật ngữ (và những thành ngữ) đã dược dùng 
cho các trường hợp «thông thường » ban đầu. 

Tóm lại: những qui ước của ta về phần tử xa 
vô tận đã được lựa chọn sao cho các định luật chỉ 
phối các mối tương quan liên thuộc giữa các điềm và 
đường thẳng thông thường được bảo toàn trong phạm 
vi mở rộng, sao cho việc tìm các giao điềm của hai 
đường thẳng, trước kia chỉ làm được trong trường hợp 
không song.songø, bây giờ sể thực hiện được không hạn 
chế. Những lỷ do đưa ta đến sự đơn giẳnhóa hình thức 
trong các tương quan liên thuộc được thể hiện có phần 
trừu tượng — Nhưng ở những trang tiếp sau, bạn đọc 
sẽ thấy chúng là những kết quả hoàn toàn có lý. 

2. Nhưng phần từ lý tưởng và phép chiếu. Việc đưa 
vào các điềm xa vô tận và đường thẳng xa vô tận trên 
mặt phẳng giúp ta xem xét phép chiếu của mặt phẳng 
này trên mặt phẳng khác 
một cách đầy đủ hơn 
Giả thử mặt phẳng x được 
chiếu trên mt phẳng qua 
tâm O (H.83). Phép chiếu 
này xác lập một tương ửng 
giữa các điềm và các đường 
thẳng của z với các điềm và 
các đường thẳng của +°. Mỗi 
điềm A trên x tương ứng 
với một điềm duy nhất A" 
trên œ° với các ngoại lệ sau 
đây : nếu một tia chiếu xuất 
phát tử O song song với mặt 





= . 1i. 83. Sự này sinh các 
phẳng z' thì nó sẽ cắt m tại phần từ xa vô tận trong 


điềmA không tương ứng với phép chiếu 
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một điềm thông thường nào của =+'. Những điềm 
ngoại lệ như vậy của mặt phẳng œ sẽ nằm trên 
dường thẳng l không tương ứng với một đường thẳng 
thông thường nào của mặt phẳng z. Nhưng việc nêu 
những ngoại lệ dó sẽ là thừa nếu ta qui ước tương 
ứng điềm A. với một điểm xa vỏ tận trên mặt phẳng œ` 
lấy theo hướng của đường thẳng OA, tương ứng đường 
thẳng 1 với một đường thẳng xa vỏ tàn trong mặt phẳng 

. Tương tự, ta cho tương ứng một điềm xa vô tận 
nào đó trong mặt phẳng œ với một điềm l' ở trên một 
đường thẳng m' trong mặt phẳng ` sao cho mọi tia đi qua 
m' xuất phát tử Ở sẽ song song với mặt phẳng r, Bản 
thân dường thẳng m' sẽ tương ứng với một đường thẳng 
xa vô tận của mặt phẳng rx. Hởi thế, bằng cách đưa vào 
trong mặt phẳng các điềm và đường thẳng xa vô tận ta 
sẽ được kết quả là: hinit chiếu của nội mặt phẳng trên 
mặt phẳng khác sẽ quụ định một tương ứng một — mội 
giữa các điềm 0à đường thẳng của hai mặt phẳng mà 
không có ngoại lẹ nào. Ilơn nữa, dễ thấy từ những qui 
ước đã được thừa nhận sẽ suy ra được hệ quả: một 
điềm nằm trên một đường thẳng nếu hình chiếu của 
điềm ấy nằm trên bình chiếu của đường thẳng. Từ đó 
thấy rằng mọi định lý có liên quan đến các điềm 
thẳng hàng, các đường thẳng dòng qui v.v... và những 
định lý chỉ nói về những điềm, những đường thẳng 
vả các tương quan liên thuộc là bất biến đối với phép 
chiếu theo nghĩa rộng, Điều này cho phép ta xử lý 
các điểm xa vô tận của mặt phẳng œx bằng cách thay 
chúng bởi các điềm tương ứng thông thường trên mặt 
phẳng z' có được trong phép chiếu. 

Đề có một « mô hình » Ớclid cụ thể của mặt phẳng 
mở rộng có thể dùng cái thề hiện của những điềm xa 
vô tận trên mặt phẳng x do phép chiếu từ một điềm O 
ở ngoài lên những điềm thông thường của mặt phẳng 
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thác z'. Muốn thế, ta sẽ không đề ý đến mặt phẳng 
' mà tập trung vào mặt phẳng œ và những đương 
thẳng đi qua O. Mỗi điềm thông thường củaz tương 
ứng với mỘt đường thẳng đi qua O không song song 
với 7x; mỗi điểm xa vò tận của x tương ứng với một 
đường thẳng di qua Ô song song với x. Như vậy. tập 
hợp tất cả các điềm thông thường và lý tưởng của =œ 
sẽ tương ứng với một tập hợp đường thẳng đi qua O, 
tương ứng này là một — một và không có ngoại lệ nào. 
Những điềm ở trên một đường thẳng nào đó trong mặt 
phẳng z biến thành những đương thẳng trên một mặt 
phẳng đi qua Ö. Một điềm và một đường thẳng trong mặt 
phẳng x là liên thuộc khi và chỉ khi đường thẳng và 
mặt phẳng di qua O tương ứng là liên thuộc. Nói cách 
khúc: hình học liên thuộc của các điềm và các đường 
thẳng trong mặt phẳng mở rộng là hoàn toàn tương 
đương với hình học liên thuộc của các đường thẳng và 
mặt phẳng thông thường đi qua một điềm cố định 
(trong không gian. 

Trong khòng gian ba chiều thì tình hình cũng hoàn 
toàn tương tự, tuy rằng khòng thề dùng phép chiếu 
làm công cụ trực quan, Ở đây, ta cũng dưa vào một 
điềm xa vỏ tận đặc biệt liên kết với mỗi họ đương 
thẳng song song. Trong mỗi mặt phẳng có một đường 
thẳng xa vò tận, sau đó, một phần tư mới dược dưa 
vào, dó là mặt phẳng xa vô tận chứa tất cả các điểm 
xa vô tận của khỏng gian và chứa tất cả các dường 
thẲng xa vô tận. Mỏi mặt phẳng thông thường sẽ cắt mặt 
phẳng vò tận theo mọt đường thẳng xa vò tận của nó. 

3. Tỉ số kép với các phần tử xa vô tận, Còn phải nêu 
thêm một chủ ý nữa về tỈ số kép với các phần tử xa vô 
tận. Ta kỷ hiệu điềm xa vô tận trên đường thẳng Ì là 
«. Ta xét xem ký hiệu (A3Cœ) được xác định như thế 
nảo nếu A, B, C là ba điềm thông thường trên 1. Giả 
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thứ P là một điềm nào đó trên 1, khi đó (ABC =) được 
xem như giới hạn của (ABGP) khi P ra xa vô tận trên Ì, 
Nhưng : 
3 
li PS- 
CH PB 


Và khi P ra xa vô tận thì T dần tới !. Từ đỏ suy 


: : CA 
ra định nghĩa : (ABCœ)= CB 
Đặc biệt, nếu (ABC) = 1 thì C là trung điềm của đoạn 
AB: rung điềm của một đoạn thẳng oà điềm +a 0ô tận 
làu theo hướng của đoạn thẳng sẽ chỉa điều hòa đoạn 
thẳng đỏ. 


§. 5. CÁC ỨNG DỤNG 


1. Chú ý mở đầu Sau khi đưa các phần tử xa vô tận 
vào, ta sẽ không phải đặt điều kiện trước cho mọt 
trường hợp song song ngoại lệ có trong các phép dựng 
và trong các 
chứng mỉnh dịnh 
lý. Chỉ cần nhở 
rằng, nếu một 
điểm là xa vô tận 
thì mọi đường 
thẳng đi qua điểm 

H.84. TỈ số kép khi có điềm vô tận đó là song song. 

Cũng khỏng cần 
phân biệt giữa phép chiếu xuyên tâm và phép chiếu 
song song, bởi vì phép chiếu song song không có gì 
khác là phép chiếu từ một điềm xa vô tận. Điềm O hoặc 
đường thẳng PQR trên H.40 có thể là xa vô tận (H. 85 
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mình họa 
trường hợp thứ 
nhất, chúng 
tôi dành đề bạn 
đọc luyện cách 
phát biêu bằng 
thuật ngữ ¿hữu 
hạn» (tức là 
những thuật 
ngữ không H.85. Câu hình Đêđac với tâm vô tận 
chủa cải vô 

hạn) những 

khẳng định trơng ứng của định lý Đêdac. Không phải 
chỉ việc điển đạt mà cả việc chứng mình các định lý của 
hình học xa ảnh có thề được đơn giản đi do kết quả 
của việc đưa vào các phần tử xa vô tận,N guyên tắc 
chung như sau. Ta qui ước gọi « một lớp xạ ảnh» của 
một hình bình học F nào đỏ là một lớp tất cả các hình 
được suy ra từ F qua những biến đồi xạ ảnh. Các tính 
chất xạ ảnh của E chính là các tinh chất xạ ảnh của 
một hình bất kỳ trong lớp xạ ảnh của nó, bởi vì, theo 
định nghĩa thì các tính chất xạ ảnh được bảo toàn trong 
phép chiếu. Bởi thế, một định lý xạ ảnh bất kỳ (tức là 
một định lý chỉ nói đến các tính chất xạ ảnh) đúng với 
hình F cũng đúng với « một đại điện » bất kỳ của lớp 
xạ ảnh, Ta có thể lợi dụng kết quả này đề chọn « một 
đại điện » nào đó mà đối với « đại diện » này thì việc 
chứng minh là đơn giản hơn so với bản thân hình F. 
Chẳng hạn, từ một tâm O cho trước có thê chiếu hai 
điềm A, B tùy ý của mặt phẳng œ ra vô tận nếu chiếu 
chủng lên một mặt phẳng song song với mặt phẳng đi 
qua các điềm O, A, B; các đường thẳng đi qua A hoặc 
đi qua l sẽ biến thành một họ các đường thẳng song 
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song trong phép chiếu đó. Ta sẽ thực biện một biến đồi 
sơ bộ như thế trong chứng minh các định lý xạ ảnh 
của chương này. 

Ta sẽ dùng đến một tình thế sau đây có liên 
quan đến các đường thẳng song song. Giả thử hai 
đường thẳng đi qua điềm 0 cắt các đường thẳng 
ì, và lạ ở các điềm A, BH, C, D như đã chỉ trên 
H. 86. Nếu các đường thẳng l, và lạ song song thì 


4 


2 Z) e 


H. 86. Các tam giác đồng dạng (ạo bởi các đưởng 
thẳng song song 


öA _ 05 và ngược lại, nếu có hệ thức này thì các 
OC OD 


đường thẳng l1, và lạ sẽ song song. Chứng minh được 
suy ra tử các tính chất sơ cấp của tam giác đồng dạng 
sẽ dành cho bạn đọc. 


2. Chứng minh định lý Đedac trong mặt pháng. 
Bày giờ, ta sẽ chứng minh (không dùng đến phép 
chiếu không gian) rằng, nếu hai tam giác ABC và 
A'B'C? ở trên mặt phẳng như H.40, tức là nếu các 
đường thẳng nối các đỉnh tương ứng cắt nhau tại cùng 
một điềm thì giao điềm các cạnh tương ửng sẽ thẳng 
hàng. Muốn vậy, ta chiếu hình vẽ sao cho các điềm Q 
và R ra vô tận. Sau phép chiếu đỏ, đường thẳng 
A'H` sẽ song song với đường thẳng AB, đường thẳng 
A°ÓG' sẽ song song với đường thẳng AC (H. 87). Như đã 
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H. 87. Chứng minh định tỷ Đêđac 


nhấn mạnh ở mục 1 chương này, muốn chứng mỉnh định 
lý Đêdac trong trường hợp tông quát thì chỉ cần chứng 
mỉnh nó cho trường hợp hình về đặc biệt đang xét 
ở đây. Tức là chỉ cần chứng minh giao điềm P của các 
cạnh BC và B'C' cũng ra xa vô tận nghĩa là B*C' song 
song với BC: khi đó các điềm P, Q,R sẽ cộng tuyến 
(bởi vì cả ba sẽ nằm trên đường thẳng vô tận). Ta lưu 


ý rắng: AB//A'B' kéo theo — = -—; AC//A'C' kéo theo 
VY S 


- = -—, Hởi thế -— = -~ và BC//H'C' (dpem). 
9 VY Y 

Cần nhấn mạnh rằng chứng minh định lý Đêdac vừa 
nêu dựa trên khái niệm độ dài đoạn thẳng toán học. 
Cho nên, trong trường hợp này thì một định lý xạ ảnh 
đã được chửng minh bằng các phương tiện mètric. Một 
chú ý quan trọng khác là như sau. ]lrước đây ta đã 
chỉ ra rằng kháj niệm biến đồi xạ ảnh có thể cho bởi 
một định nghĩa r nội tại » (cbiến đồi xạ ảnh của mặt 
phẳng là một biến đồi giữ nguyên mọi tỉ số kép »). Từ 
đó suy ra định lý Đêdac có thể được diễn đạtvà chứng 
minh mà không vượt ra ngoài không gian tức là 
lhông cần đến cáe biểu diễn và phép dựng ba chiều. 
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3. Định lý Paxeal ) Định lý này được phát biều như 
sau: Vếu các đỉnh của mội hình lục giác lần lươt nàn: trén 
hai đường thàng cắt nhau thÌ các giao điềm .%, Q, f0 của 
các cạnh đối diện của lục giác nàu thẳng hàng (l{ B8) 
(chu tuyến của lục giác có thể tự cắt. Cũng dễ nhậu ra 
thể nào là các cạnh « đối › qua H. 89). 


14. 89. Đánh số các 
đỉnh lục giác đều 





H. $8. Câu hình Paxeal 


Có thề giả thiết P và Q ra vô tận nếu thực hiện một 
phép chiếu sơ bộ. Còn phải chứng mình rằng R cũng 
ra vô tận. Tình huống đó được minh họa trên l1, 90, 
trong đó 23//56 và 12//45. Cần chứng minh 16//34. 
Ta có: 


a b+y b 8a +-xX. 


—— ` “——————=ễẳ —== 
_— 


a-+ x b-+y-+s b+y a-+x-+Fr 


@ ở§8, mục 4 ta sẽ xéi định lý tồng quát hơn. Trường 
hợp đặc biệt ở đây cũng liền quan đến tên tuổi của Alêxăng 
Papa (thế kỷ IHII trước công nguyên). 
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ở 


 # 


H 90. Chứng mìỉnh, 
định lý Paxcan 


: „ suy ra 19//34 (đpcm). 
S 


4. Định ly Brianson 
Định lý này đượcpbhát biêu 
như sau: Xếu các cạnh 
của hình lục giác lần lượt 
đỉ qua hai điền P nà Q 
cho trước thì ba đường 
chéo nối các dinh đốt diện 
của lục giác sẽ đong quú 
(H. 91). 


Bằng một phép chiếu 
sơ bộ có thê làm cho Ð 
và điềm mà hai đường 
chéo bất kỳ, chẳng hạn 
14 và 36, cẤt nhau ở xa 


vô tận. Tình huống này được biểu diễn trên H. 92. 


Bởi vi 14//36 thì 


b 






_ Nhưng đồng thời 
V 


- 
- 
set >' 


HQ sp có do 2ĐS200 009 


Tai và 
Y 


Ì 


_ 
b 





-— “Ằ=_ẰẰẲ R 
“` cu 00sc › 


H. 91. Câu hình Briansôn 
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bởi thế 36//25, tức là cả ba 
đường chéo song song với 
nhau, tức là chúng đồng qui. 
Như thế dã đủ đề định lý 
được chứng minh trong trường 
hợp tồng quát. 


5. Chú ý về tính đối ngắn. 
Có lề bạn đọc đã nhận ra sự 
H. 92. Chứng minh giống nhau đặc biệt của các 
định lý Briansôn định lý Paxcal (1623 — 1662) 
và định lý Briansôn (1785 — 
1864). Str giống nhau này dược 

thề hiện rõ nếu đặt hai cách diễn đạt cạnh nhau: 





Định lú Paxcal Định lú Briansôn 
Nếu các đỉnh của hình Nếu các cạnh của hình 
lục giác đều lần lượt nằm lục giác đều lần lượt đi 
trên hai đường thẳng thì qua hai điểm thì các 
giao điềm các cạnh đối đường thẳng nối các đỉnh 
diện thẳng hàng đối diện đồng qui. 


Không những chỉ có định lý Paxcal và Briansôn, mà 
nói chung, tất cả các định lý của hình học xạ ảnh cỏ 
thể nhóm lại từng đôi sao cho hai định lý trong cùng 
một cặp giống nhau, nghĩa là dồng nhất với nhau về 
cấu trúc. Hiện tượng này có tên là tính đối ngẫu. Trong 
hình học phẳng thì điềm và đường thẳng là các phần 
tử đối ngẫu với nhau. Về đường thẳng qua một điềm 
và đánh dấu một điềm trên một đường thẳng là hai 
thao tác đối ngẫu với nhau. Hai binh được gọi là đối 
ngẫu với nhau nếu hình này thu được từ hình kia bằng 
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cách thay thế mỗi phần tử và mỗi thao tác bằng một 
phần tử đối ngẫu và một thao tác đối ngẫu. Hai định 
lý là đối ngẫu với nhau nếu định lý này biến thành 
định lý kia trong phép thay thế mỗi phần tử và 
mỗi thao tác bằng một phần tử đối ngẫu và một 
thao tác đối ngẫu, Chẳng hạn, định lý Paxcal và 
Briansôn là đối ngẫu với nhau, trong khi định lý 
đối ngẫu với định lý Đêdac là định lý đảo của nó. 
Hiện tượng đối ngẫu phân biệt rất rõ bình học xạ 
ảnh với hình học sơ cấp (mêtrie) vì hình học sơ cấp 
không có tính đối ngẫu (Chẳng hạn, không thê nào tìm 
ra được một khẳng định «đối ngẫu» với sự kiện là 
một góc cho trước chứa 370 hoặc một đoạn thẳng cho 
trước bằng 2 đơn vị dài). Nguyên tắc đối ngẫu mà theo 
đó mỏi định lý đúng của hình học xạ ảnh được cho ứng 
bởi một định l đối ngẫu với nó cũng đúng đã được 
nhấn mạnh trong nhiều sách giáo khoa bằng cách sắp 
xếp các phát biều và chứng mỉnh định lý song song 
nhau như ta đã làm ở trên đây, Nguyên nhân nội tại 
của hiện tượng đối ngẫu sẽ được nghiên cứu trong 
chương sau. 


§.6 BIỀU DIỄN GIẢI TÍCH 


1. Chú ý mở đầu. Trong thời kỳ đầu của sự phát triền 
hình học xạ ảnh tồn tại một xu hướng kiên trì thirc 
hiện tất cả các phép dựng trên cơ sở tổng hợp hoặc 
« thuần tủy hình học » như ta thường nói, trảnh hoàn 
toàn không áp dụng các phương pháp đại số. Việc thực 
hiện xu hưởng này đả gặp nhiều khỏ khăn lớn bởi vì 
luôn luôn có những chỗ mà ở đó những diễn đạt đại 
số là không thề tránh khỏi. Mãi đến cuối thế kỷ 
XIX mới đạt được thành công hoàn toàn trong việc 
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xây đựng bình bọc xạ ảnh thuần tùy tòng hợp với 
những phức tạp đáng kể. Về mặt này thì phương pháp 
của hình học giải tích đã tổ ra có hiệu quả„slToán học 
hiện đại được đặc trưng bởi một xu hưởng khác dựa 
trên cơ sở xây dựng khải niệm số, còn tronơ hình học 
thì xu hưởng đó, bắt đầu từ Fecraa đến Đêcac, đã giành 
thẳng lợi quyết định. Hình học giải tích đã không còn 
là một công cụ thứ yếu phục vụ cho các lập luận hình 
học mà đã trở thành một lĩnh vực độc lập, trong đó 
một thề hiện hình học có tính chất trực giác của các 
thao tác và kết quả đã không phải là mục đích cuối 
cùng, mà có chức năng của một nguyên tắc chỉ đạo 
giúp chúng ta dự đoán và hiều các sty kiện của giải tích. 
Sự thay đôi như vậy về giá trị của hình học là hệ quả 
của sự phát triển tiệm tiến của hình học trong bình 
điện lịch sử của những sự phát triền và của những 
khuôn khô được mở rộng của các khái niệm cô điền; 
đồng thời sự thay đồi đó đä thúc đầy sự gắn bỏ gần 
như hữu cơ của hình học và giải tích. 


Trong bình học giải tích thì «các tọa độ › của một 
sự vật hình học được biều như một tập hợp (ùu ý các 
số cho phép ta xác định sự vệt đó một cách đơn (trị, 
Chẳng hạn, điềm được xác định bởi các tọa độ vuông 
góc x, y hoặc bởi các tọa độ cực P, 9 của nó; hình 
tam giác được xác định bởi các tọa độ của ba đỉnh 
gồm tất cả sáu tọa độ. Ta biết rằng một đường thẳng 
ở trong mặt phẳng x,y là quï tích của tất cả các điềm 
P (x,y) mà các tọa độ của chúng thỏa mãn phường 
trình tuyến tính ax -+- by -_c© =0 (1) nào đó. Bởi thế, 
có thề gọi ba số a,b,c là «các tọa độ» của đường 
thằng Ấy. Chẳng hạn, a = 0,b — 1, c= 0 xác định 
đường thẳng y = 0, tức là trục x;a = 1, b= 1,c =0 
xác định đường thẳnu x— y chia đôi góc giữa hưởng 
dương của trục x và hưởng dương của trục y, Cũng 
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như vậy, các phương trình sau đây sẽ xác định « các 
thiết diện Cò-nic »: x? + y2 = r? — đường tròn bán 
kính r có tâm ở gốc tọa độ; (x — a4)? +-(y —b}? =—r?— 
đương tròn bán kính r, tâm (a,b); Kn +- H = l—elip 
vv... Thái độ ngây thơ đối với hình học giải tích muốn 
xuất phát từ những biêều diễn « hình học » thuần tủy— 
điềm, đường thẳng v.v... — rồi phiên dịch chúng ra 
ngòn ngữ số. Quan điềm hiện dại là đối lập. Ta sẽ 
xuất phát từ một (áp hợp tắt cả các cặp số +, có thề 
có được 0à gọi mỗi cặp như thế là mói điềm bởi vì ta 
muốn (hè hiện một cách trực quan một cặp số như vậy 
bằng một khái niệm điềm hình học dễ hiều. Cũng vậy› 
đường thẳng là một biểu diễn hình học hoặc mọt thề 
hiện của phương trình tuyến tính Hiên hệ x và y. Sự 
thay đồi trọng tâm từ nhận thức trực giác của hình 
học đến nhận thức giải tích sẽ mở ra khả năng định 
nghĩa đơn giản và hoàn toàn chặt chẽ các điềm xa vô 
tận trong hình học xa ảnh. Nó cũng cần thiết cho việc 
thàm nhập sâu sắc vào lĩnh vực này. Đối với những 
bạn đọc đã có đủ nhữn: c.uằần bị sơ bộ về toán học, 
chúng tôi sể cung cấp vai nét về áp dụng các phương 
pháp giải tích trong hình học xạ ảnh. 

* 2. Tọa dọ đẳng cấp — Cơ sở đại số của tính đối 
ngăn. Trong hình học giải tích thông thường, các 
khoảng cách từ một điểm tới bai trục vuông góc cùng 
với dâu của chúng là các tọa độ của một điểm trong 
mặt phẳng. Nhưng, trong một hệ tọa độ như vậy sẽ 
không có chỗ cho những điểm xa vô tản của mặt phẳng 
xạ ảnh mở rộng. Cho nên, nếu muốn áp dụng các 
phương pháp giải tích vào hình học xạ ảnh thì phải tìin 
mọt hệ tọa độ nào đó chửa các điềm lý tưởng bình 
đẳng với các điềm thông thường. Nếu ta hình dung một 
mặt phẳng X, Y cho trước (biều thị là œ) nẫm trong 
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không gian ba chiều với các tọa độ vuông góc #, y, + 
(các chữ này biền thị các khoảng cách từ một điềm đến. 
ba mặt phẳng tọa độ tạo bởi các trục x, y và ⁄ và có 
cùng với dấu của chúng) thì có thề mô tả dễ dàng một 
hệ tọa độ như vậy. Mặt phẳng x song song với mặt 
phẳng tọa độ x, y và cách mặt phẳng này 1, tức là tọa 
độ ba chiều của một điềm I trong mặt phẳng z là (X, Y, 
I). Lấy gốc O của hệ tọa độ làm tàm của phép chiếu, 
ta nhận thấy rằng mọi điềm P sẽ tương ứng một — một 
với một đường thẳng OP nào đó đi qua gốc tọa độ. Nói 
riêng, các điềm xa vô tận của mặt phẳng x sẽ tương 
ứng với những đường thẳng đi qua O và song song 
VỜI f. 

Hãy giờ ta xét xem thế nào là hệ tọa độ đẳng cấp của 
các điềm trên mặt phẳng +. Muốn tìm các tọa độ đẳng 
cấp ta chọn một điềm ðã/ kỷ Q khác OÓ (H,93). Các tọa 
độ ba chiều x, y, z của điềm Q sẽ được coi là các Íọa 
độ đằng cấp của điềm P trong mặi phẳng œ. Nói riêng, 
các tọa độ (X, Y, l) của bản thân điềm P là các tọa độ 
đẳng cấp của nó. Đồng thời các số tùy ý (tX, tY, 
(trong đó t ©0) cũng là tọa độ đẳng cấp của nó, bởi vì 
tọa độ của mọi điềm của đường thẳng OP (trừ O) đều 
có dạng như thế. Ta loại trừ điềm (O, O, O) vì nó nằm 
trên mọi đường thẳng đi qua O và không thề dùng nó 
đề phân biệt các đường thẳng này. 

Tất nhiên, hệ tọa độ đẳng cấp là bất tiện ở chỗ cần 
có ba số thay cho hai số đề xác định một điềm, nhưng 
điều cốt yếu lại là, tọa độ của một điểm không được 
xác định một cách đơn trị mà sai khác một thừa số 
không đổi. Tuy vậy, nó có một ưu điềm rõ rệt là chứa 
được cả những điểm lý tưởng xa vô tận của mặt phẳng 
z‹. Thực vậy, một diềm lý tưởng P sẽ tương ứng với 
một đường thẳng di qua O, song song với x; mọi điểm 
Q trên đường thẳng này có tọa độ đạng (x, v, Ó); như 
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vậy, các tọa đô của điềm lÚ tưởng trên mặt phẳng m có 
dạng (+, , Ó). Có thề viết dễ đàng phương trìnb tọa độ 
đẳng cấp của một đường thẳng trên mặt phẳng +. Muốn 
vậy, chỉ cần lưu ý rằng các đường thẳng nối O với các 
điềm của đường thẳng đó đều nằm trên mặt phẳng đi 
qua O, Trong hình học giải tích ta đã chứng minh 
phương trình của mặt phẳng này có dạng : 

ax + by +cz =0 (1) 
Đó cũng là phương trình của đường thẳng đã cho 
trong tọa độ đẳng cấp. Bây giờ, khi mà mô hình hình 
học biều diễn các điềm của mặt phẳng x dưới dạng các 
đường thẳng đi qua O đã làm xong nhiệm vụ của nó, 
ta có thề bỗ nó đi và dưa ra định nghĩa thuần túy giải 
tích của mặt phẳng mở rộng như sau: 


Điểm là một bộ ba số thực (x, y, z) không bằng 0 tất 
cả. Hai bộ ba số (xạ, Vị, Z¡) và (X¿, Ya› Z¿) như vậy sẽ xác 
định cùng mội điềm nếu có một số t + 0 sao cho: 

Xz == lí¡, Y2 = ÍYI;¿ 2a = LZ¡ 

Nói cách khác, có thề nhân các tọa độ với một thừa 
số tùy ý khác 0 mà không thay đổi bản thân điềm đó 
(vì thế các tọa độ này được gọi là đẳng cấp). Điềm (x, 
y, 2) là thông thường nếu z + 0, là lú tưởng nếu z=0. 

Một đường thẳng trong mặt phẳng œ bao gồm tất cả 
các điềm (x, y, z)thỏa mãn phương trình tuyến tỉnh 
dạng 

ax + by + cz =0 (1) 

trong đó a, b, clà những số không đồi không bằng 0 

tất cả. Nói riêng, các điềm xa vô tận của mặt phẳng + 
sẽ thỏa mãn phương trình 

x = 0; (2) 

theo định nghĩa thì đó cũng là phương trình của đường 

thẳng xa 0ô lận của mặt phẳng x. Vì một đường thẳng 

được xác định bởi phương trình dạng (1°), cho nên bộ 
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ba số (a, b, c) có thể dược xem như các tọa độ đẳng 
cấp của đường thẳng (1'). Hơn nữa ta còn suy ra, với 
tz 0Ú bất kỳ, bộ ba số (ta, tb, tc) cũng chính là tọa độ 
của đường thẳng đó, bởi vì phương trình: 

(ta) x + (tb) y + (te) z = 0 (3) 
cũng được thỏa mãn với bộ ba (Xx, vy, z) như phương 
trình (1'). 

Ta thấy được trong các đỉnh nghĩa này sự đối xửng 
đầy đủ giữa điềm và đường thẳng. Chúng đều được xác 
định bởi một bộ ba số là các tọa độ đẳng cấp (u, v, w). 
_ Điều kiện đề điềm (x, y, z) nằm trên đường thẳng (a, b, 
c) được biều thị bởi đẳng thức : 

ax -+ by -+ cz =0, 
đó cũng là điều kiện đề điềm có tọa độ (a, b, c) nẫm 
trên đường thẳng có tọa độ (x, y, z). Chẳng hạn, đồng 
nhất thức số học: 2.3 + 1.4 + (—5). 2 = 0 có nghĩa 
là điềm (3, 4, 2) nằm trên đường thẳng (2, 1, —5) cũng 
như điềm (2, 1, —5) nằm trên đường thẳng (3, 4,2). Sự 
đối xứng đó chính là cơ sởcủa tính đối ngẫu giữa điềm 
và đường thẳng trong hình học xạ ảnh, bởi vì môi hệ 
thức giữa các điềm và các đường thẳng sẽ là một hệ 
thức giữa các đường thẳng và các điềm, nếu các tọa độ 
được thể hiện ngược lại: các tọa độ của đường thẳng 
được coi là các tọa độ của điềm. Mọi phép toán đại số 
và kết quả vẫn như thế nhưng nếu được giải thích khác 
đi, ta sẽ có một dịnh lý tương ứng với định lý ban đầu 
uề mặt đối ngẫu. Mặt khác, nên lưu ý rằng trong mặt 
phẳng X, Y thông thường, không thể nói đến tính đối 
ngẫu như vậy vì phương trình của đường thẳng trong 
tọa độ thông thường 
aX + bYŸ + c= 0 

là không dối xứng dối với X, Y và a, b, c. Chỉ có đưa 
thêm các phần tử xa vô tận vào (điềm và đường thẳng) 
mới bảo đảm áp dụng được nguyên tắc đối n1ẫu, 
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Muốn chuyền từ các tọa độ đẳng cấp x, ys zz của điềm 
thông thường P trong mặt phẳng % thành tọa đỘ vuông góc 


thông thường, ta đặt X = =—, Y = -—. Khi đó X, Y biều thị 
b2 z 


khoảng cách từ điềm P 
đến hai trục vuông góc 
của mặt phẳng 7, song 
song với trục x và trục 
y nhtr đã chỉ trên H. 93 
Ta biết phương trinh 

aX + bYŸ + c*= 0 
biểu thị một đường thẳng 
trong mặt phẳng #%. Đặt 


X =-=, Y = -Ủvà nhân 
# z 
với z ta được phương 
n trình của cũng đường 
“ thẳng Ấy trong tọa độ 
H. 93. Tọa độ đẳng cấp. đẳng cấp là : 
ax + by + cz ¬ 0, 

Chẳng hạn, phương trình của đường thẳng 2x - 3y + z= 0 
trong hộ tọa độ vuông góc thông thường X, Ÿ sẽ có dạng 
2X — 3Y + 1= 0. Nhớ rằng điềm vô tận của đường thẳng 
đang xét có tọa độ Œ@% 2, 0) đã không thỏa mãn phương trinh 
Sau củng này‹ 

Ta đã có một định nghia thuần túy giải tích của điềm và 
đường thẳng; có thề nói gì về khải niệm biến đồi xạ ảnh ? 
Có thề chứng tỏ rằng, một biến đổi xạ ảnh. được biều với ý 
nghĩa đã giải thích ở trên sẽ được cho (bằng giải tích) 


bởi một hệ phương trình tuyến tính: 





X = aIX + bịy ~ ©ạ? 
y` = aox + bạy + cạz 4) 
z”Ì = aax + bạy + C.aZ 


liên kết các tọa độ đẳng cấp x y`, z` của các diềm trong mặt 
phẳng Š với các tọa độ đẳng cấp x. y› 2 của các điềm trong 
mãt phẳng %. Với quan điểm tương tự, có thề định nghĩa một 
biến đồi xạ ảnh sao cho nó được qui dịnh bởi một hệ phương 
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trình dạng (4). Khi đó, các định lý của bình học xạ ảnh sẻ trở 
thành các định lý nói về sự thay đồi của các bộ ba số Éx, v, z) 
trong những biến đồi dó- Chẳng hạn, việc chứng minh tính 
bất biến của tỈ số kóp trong các biến đôi xạ ảnh sẽ trở thành 
một bải tập dễ trong phạm vi đại số học các biến dồi tuyến 
tỉnh. Chúng ta sẽ không đi sâu vào qui trính giải lích đỏ mà 
trở lại với hình học xạ ảnh ở mặt trực quan hơn của nó. 


§ 7. CÁC BÀI TOÁN DỰNG CHỈ BẰNG 
MỘT THƯỚC KẾ 


Trong các phép dựng sau đây ta giả thiết chỉ dùng 
một dụng cụ duy nhất — thước kẻ: 


Các bài toán 1 — 18 được trích ra từ mỘt tác phầm của la. 
Stâyner, trong đỏ ông chứng minh rằng có thề không cần dùng 
đến compa trong các phép dựng hình học nếu cho trước một 
hình tròn với tAm xác định (xem chương ILJ,). Đề nghị bạn đọc 
làm những bài toàn đó theo-trình tự đã chỉ dẫn. 

Bốn đường thẳng a, b. c; d đi qua điềm P gọi là điều hỏa 
nếu tỉ số kép (abcd) bằng —1. Trong trường hợp này, ta nói 
rằng c©; đ liên hợp điều hòa với a; b và ngược lại. 

1. Chứng mính rằng nếu trong chủm điều hòa ay; b; c€¿ d; 
đường thẳng a chia đôi góc giữa c và d thì đưởng thẳng b 
vuông góc với đường thẳng a. 

2. Dựng đường thắng điều hỏa thứ tư với ba đường thẳng 
cho trước đi qua một điềm cho trước (Chỉ dẫn: dùng định lý 
tử giác toàn phần). 

3. Dựng điềm điều hỏa thử tư với ba điềm cho trước trên 
một đường thẳng. 

4. Cho một góc vuông và một góc bất kỷ với đỉnh chung và 
một cạnh chung. Gấp đôi góc bát kỷ đã cho. 

5. Cho một góc và đường phân giác b của nó. Dựng đường 
vuông góc với b tại đỉnh của góc cho trước. 

6. Chứng mình rằng nếu các đường thẳng lị› lạ›-.. lạ đi qua 
điềm P cắt đường thẳng a tại các điềm Aạs Aa...; An Và cÂt 
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lường thẳng b tại các điềm Bạ, Bạa... Bạ thÍ tất cả các giao 
điềm của các cặp đường thẳng A,B., và AB, (i 2k; iạk = 
= 1,2,.‹‹. n) nằm trên một đường thẳng. 

7. Chứng minkL rằng nếu trong tam giác ABC. một đường 
tháng song song với cạnh BC cắt AB ở điềm B` va cắt ÁC ở 
điềm C' thì đường thẳng nối điềm A với diềm D (giao điềm 
của các đường thẳng BC và GB) sẽ chia đôi BC. 

7a. Phát biều và chứng minh định lý đảo của 7. 

8. Trên đường thẳng l cho ba điềm P; Q, R sao cho Q !à 
trung điền: của đoạn PR. Dựng đường thẳng song song với Ì 
và đi qua một điềm S cho trước. 

9. Cho bai đường thẲng song song Ìị và l¿. Chia đôi đoạn 
thẳng AB cho trước trên đưởng thẳng Ìị- 


10. Qua một điềm P cho trước dựng đường thẳng song song 
với hai đường thẳng song song với nhau cho trước Ì¡ và lạ 
{Chỉ đẫn: áp dụng 7). 

11. Stayner đề nghị một lởi giải sau đây của bài toán gấp 
đỏi đoạn thẳng AB cho trước với điều kiện cho trước đường 
thẳng ] song song với AB: Qua điềm C không nằm trên đường 
thẳng lý không nằm trên AB, dựng các đường thẳng CA và CB 
Giả thử Ái và Bị là các giao điềm của chúng (theo thứ tự) với 
đường thẳng Ì‹- Sau đó (xem 10), dựng qua một đường thẳng 
song song với Ì. Giả thử D là giao điềm của nó với BA¡‹ Nếu 
‡2 là giao điền của AB và DũB;, thì AE = 2.AB. 

Hãy chứng minh điều này. 

12. Chia đoạn AB thành n phần bằng nhau nếu cho trưởc 
tuôt đường thẳng l song song với AB. (Chỉ dẫn: dùng 11, đầu 
tiên đặt n lần đoạn thẳng đã cho trên đường thẳng l). 


13. Cho hình bỉnh hành ABCD. Qua điềm P cho trước dựng 
đường thẳng song song với đường thẳng Icho trước (Chỉ đân: 
+p dụng 10 vào tâm hình bình hành và áp dụng 8). 

14. Cho hình bình hành. Gấp một đoạn cho trước n lâu 
(Chỉ dẫn: áp đụng 13 và 11). 

16. Cho hình bình bảnh. Chia một đoạn thẳng cho trước 
thành n phàn bằng nhau. 

16. Cho hình tròn với tâm cố định. Qua một điềm cho trước 
dựng đường thẳng song song với đường thẳng cho trước (Chỉ 
dẫn: áp dụng 18); 
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17. Cho bình tròn vời tâm có định. Tàn, và giảm đoạn thẳng 
cho trước n lầu (Chỉ dẫn: áp dụng 13) 

18. Cho hình tròn với tâm cố định. Qua mỘt điểm co trước 
dựng đường vuông góc với đường tbẳng cho trước (Chỉ dản - 
dùng hình chữ nhật nội tiếp trong hình tròn đã cho có hai 
cạnh song song với đường thẳng đã cho, rồi qui về bải toán 
trước). 

19. Xem lại các bài toán 1 — 18 và kề ra những bài toàn 
dựng cơ bản có thề thực biện được nhờ thước kẻ hai lề (với 
hai cạnh song song). 

20. Hai đường thẳng lị và lạ cho trước cắt nhau ở điềm P 
vượt ra ngoài giới hạn của hình vẽ. Dựng đường thẳng nối 
điềm Q cho trước vời điềm P (Chỉ đẫn: bồ sung thêm những 
phần tử cho trước sao cho có được cấu hình của định lý 
Đedac phẳng, trong đó P và Q là giao điềm của các cạnh tương 
ứng của hai tam giác). 

21. Qua hai điềm có khoảng cách lớn hơn độ dài của thước 
kẻ hãy dựng một đường thẳng. (Chỉ dẫn; áp dụng 20). 

22. Các đường thẳng lì; và l¿ cất nhau tại điềm P. Các 
đường thẳng mị và mz cắt nhau ở điềm Q. Hai điềm P và Q 
ở ngoài giới bạn của hình vẽ. Dựng phần đường thẳng PQ ở 
trong giời hạn của hình vẽ. (Chỉ dẫn: muốn tìm một điềm 
của đường thẳng PQ hãy dựng cấu hình Đêdac sao cho hai 
cạnh của một tam giác theo thử tự nầm trên lị và mạ, bai 
cạnh của tam giác kía theo thứ tự nằm trên lạ và m¿}. 

23. Giải 20 bằng định lý Paxcal. (Chỉ dẫn : đựng cấu hình 
Paxeal bằng cách coi lị và 1z là một cặp cạnh đối của lụe giác, 
còn Q là giao điềm của cặp cạnh đối kia. 

Ø1. Mỗi một trong hai đường thẳng hoàn toàn nằm ở ngoài 
giời hạn của hình về được cho bởi hai cặp đường thẳng cÂt 
nhau tại các điềm trên đường thẳng kia ở ngoài giới hạn của hìnb 
vẽ. Xác định giao điềm của chúng nhờ hai đường thẳng cắt 
nhau ở ngoài hình về. 


§8. THIẾT DIỆN CÔNIC VÀ CÁC MẶT BẬC HAI 


1. Hình học mêtrie sơ cấp của các thiết điện cônic. 
Cho đến bây giờ, chúng ta mới chỉ nghiên cứu các diềm, 
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dường thẳng, mặt phẳng và hình gồin một số hữu hạn 
những yếu tố đỏ. Nếu như hình học xạ ảnh chỉ giới 
hạn ở việc xem xét những hình «tuyến tính » như vậy 
thì nó sẽ tương đối kém phần thú vị. Nhưng sự kiện 
có giá trị bàng đầu là, hình học xạ ảnh không hạn chế 
ở đó mà còn bao hàm một phạm vi rộng lớn các thiết 
điện cônic và những khải quát nhiều chiều của chúng. 
Định nghĩa mêtric của Apôlòniut về thiết điện cônie — 
elip, hypebol và parabol — là mật trong những thành 
tựu xuất sắc của toán học cồ điền. Vị tất đã có thể 
đảnh giá được ý nghĩa của các thiết điện cônie đối với 
toán học thuần tủy cũng, như đối với toán học ứng dụng 
(chẳng bạn, quï đạo của các hành tỉnh và quï đạo của 
êlectrôn trong nguyên tử llyđrô đều là các thiết diện 
cônic). hhông lấy gì làm ngạc nhiên rằng lý thuyết 
các thiết diện cô điển nảy sinh từ thời cồ Hy Lạp cho 
đến ngày nay vẫn còn là một bộ phận cần thiết của 
học vấn toán học. Nhưng chắc chắn hình học Hy Lạp 
không thể nói lên được điều này. Sau hai nghìn năm, 
nhiều tính chất xạ ảnh dặc biệt của các thiết điện cônic 
d8 được phát hiện ra. Bất chấp sự đơn giản và trang 
nhã của các tỉnh chất đó, tính bảo thủ kinh viện cho 
đến nay vẫn là sự cần trở cho việc thâm nhập của các 
tính chất ấy vào việc giảng dạy ở nhà trường. 

Ta bắt đầu với việc nhắc lại các định nghĩa mèetrie 
của thiết điện cônic. Những định nghĩa này và một 
phần tính tương đương của chủng đã dược chứng minh 
trong hình học sơ cấp. Những định nghĩa phô biến 
nhất thuộc về các /iêu diềm của đường cong. Eiip được 
định nghĩa là quï tích những diễm P tronz mặt phẳng 
sao cho tổng các khoảng cách rị và r; của chúng lới 
hai điềm Fy, Fạ cho trước (gọi là các (tieu điểm) có giá 
trị không đồi (nếu hai tiêu điềm tràng nhau thì dường 
cong biến thành đường tròn), //ypebol dược định nghĩa 
là quï tich những điểm P trong mặt phẳng sao cho 
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gìả trị tuyệt dối của biệu rị — r;y bằng một đại lượng 
không đồi. Parabol được định nghĩa là quï tích những 
điềm P có khoảng cách r đến một điềm F cho trước 
bằng khoảng cách đến một đường thẳng I cho trước. 
Trong hình học giải tích, những đường cong này 
được biêu thị bởi những phương trình bậc hai đối với 
các tọa độ vuông góc x, y. Dễ chứng mỉnh đảo lại rằng 
mọi đường cong biểu thị bởi phương trình bậc hai: 
ax? + by? -+- cxy + dx +eyv +ÝÍ=0 
là hoặc một trong ba thiết điện cônic có tên ở trên hoặc 
đường thẳng, hoặc một cặp đường thẳng, hoặc thu lại 
thành một điềm, hoặc có tỉnh chất ảo thuần túy.N hư trong 
giáo trình hình học giải tích đã chỉ rổ, muốn chứng minh 
những điều đó, ta chỉ cần thay thế hệ tọa độ cho thích hợp. 
Các định nghĩa thiết điện cônic dẫn ra ở trên là những 
định nghĩa thực sự mêtric:trong chúng có dùng khái 
niệm khoảng cách, Sau 
đảy là một định nghĩa 
khác xác nhận vị trí của các 
thiết điện cônic trong hình 
học xạ ảnh : các (hiết diện 
cỏrtc chính là các hình 
chiếu của đưởng tròn trên 
mặt phẳng. Nếu ta chiếu 
đường tròn € từ mọt điểm 
O nào đó thì các đường 
thẳng chiếu sẽ tạo nèn một 
mặt nón kép vô hạn và giao 
của mặt nón này với ¡nặt 
phẳng zx sẽ là các hình 
chiếu của đường tròn ©. 
Giao tuyến cong sẽ là Elip 
hoặc Hypebol tùy theo mặt 
H. 94. Các thiết điện côni¡c phẳng chỉ cắt một « hốc » 
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của hình nón hay cắt cả hai. Có thể xây ra trưởng hợp - 
trung gian — Parabol — nếu mặt phẳng x song song với 
một trong các đường thẳng chiếu đi qua Ó (H. 34). 

Mặt nón chiếu không bắt buộc phải là mặt nón tròn xoay 
dỉnh O vuông góc với tâm của hinh tròn C, nỏ có thề 
là qmặt nón nghiênz». Tuy nhiên, trong mọi trường 
hợp (ở dây ta thửa nhận mà không chứng minh) giao 
của mặt nón với mặt phẳng là một đường cong, phương 
trình của nỏ là phương trình bậc hai, đảo lại, mọi 
đường cong bậc hai đều có thể tha được tử đường tròn 
nhờ phép chiếu. Chính vi lý do đó mà các đường cong 
bậc hai còn cỏ tên gọi khác: các thiết diện cônic. 

Ta đã nhấn mạnh rằng nếu một mặt phẳng chỉ cắt 
một chốc › của hình nón tròn xoay thì giao tuyến E là 
một elip. Dễ chứng tỏ 
đường cong E_ thỏa 
mãn định nghĩa tiêu điềm 
thông thường của elip 
mà ta đã phát biều ở trên. 
Ta nêu một chứng minh 
rất đơn giản và đẹp của 
nhà toán học BỈ Đandeclen 
đề xuất năm 1822, Ta hình 
dung hai mặt cầu S;, và 
S› (H. 95) tiếp xúc với 
mặt phẳng thiết diện x 
theo thứ tự tại các điềm 
F, và F¿ và tiếp xúc với 
mặt nón dọc theo các 
đường tròn song song K, 
và K¿. Lấy một điềm P 
tùy ý của đường cong E, 
vẽ các đoạn PEF, và PE¿. 
Sau đớ, ta xét đoạn PO H: 95. Các mặt cầu Đanđêien 
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nổi điểm P với dỉnh O của hình nón, đoạn này 
nằm hoàn toàn trên mặt nón; gọi Q; và Q; là các giao 
điềm của nó với các đường tròn K, và Kạ. Vì PE¿ và 
PQ, là hai tiếp tuyến về từ diễm P tới mặt cầu S,, cho 
nên PF¡ = PQ,. Cũng vậy PẺ; — PQ;. Cộng các đẳng 
thức này ta được: PF) + PF¿ = PQ¿ + PQ;. Nhưng 
PQ, + PQ; = Q,Q; là khoảng cách trên mặt nón giữa 
nai đường tròn song song K; và K;: nó không phụ 
thuộc vào sự lựa chọn điềm P trên đường cong E. Do 
đó, dù P ở vị trí nào trên E cũng có đẳng thức PE; + 
+PF;=const. Đây chính là định nghĩa tiêu điềm của clip. 
Như vậy E là elip, còn F¿ và F; là các tiêu điềm của nó. 

2. Các tính chát xạ ảnh của các tbiết điện côntc. 
lựa vào các mệnh đề đã chứng minh trong mục trước 
bây giờ ta thừa nhàn tạm thời một định nghĩa sau đây: 
thiết diện cônic là hình chiếu của đường tròn trên một 
mặt phẳng. Định nghĩa này đáp ứng nhiều hơn tỉnh 
thần của hình học xạ ảnh so với các định nghĩa tiêu 
điềm đã được thửa nhận rộng rãi, bởi vì những định 
nghĩa sau này hoàn toàn dựa trên khải niệm mêtri€ 
vẻ khoảng cách. Dịnh nghĩa mới cũng không thề hoàn 
toàn tránh khỏi thiếu sót vì « đường tròn » cũng là một 
khải niệm mêtric. Nhưng, chúng ta sẽ nhanh chóng 
đạt tới một định nghĩa thuần túy xạ ảnh của các thiết 
điện cônic. 

Nếu ta thừa nhận các thiết diện cônic là các hình 
chiếu của đường tròn (nói cách khác, ta hiệu thuật ngữ 
« thiết điện cônic» là một đường cong thuộc vào lớp 
xa ảnh của đường tròn) thì từ đó suy ngay được mỗi 
tính chất của đường tròn là bất biến đõi với các biến 
đồi xạ ảnh cũng phải là một tính chất của mỗi thiết 
điện cônic. Hày giờ, ta nhắc lại một tính chất mêtrie 
mà ai cũng biết của đường tròn: ø các góc nội tiếp chắn 
cùng một cung thì bằng nhau». Trên H. 96 góc AOR 
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chắn cung Alij không phụ 
thuộc vào vị trí của điểm 
O trên dường tròn. Ta liên 
kết tình trạng đã nêu với 
khái niệm tỉ số kép bằng cách 
lấy trên đường tròn không 
phải hai điềm A, B mà bốn 
điềm : A, B,C, D. Bốn đường 
thẳng a, b, e, d nối những 
H. 96. Tỉ số kép treaa điểm đó với điểm O trên 
đường trỏn. đường tròn có tỈ số kép 

(a, b, e, đ) chỉ phụ thuộc vào 

các góc chắn các cung CA,CB, DA, DB. Nối A, B,C, D 
với một điềm bất kỳ khác O' của đường tròn ta được 
các đường thẳng a', b', c', d', Từ tỉnh chất của đường 
tròn đã nhấn mạnh ở trên suy ra hai bộ bốn đường 
thắng là « toàn đẳng »(U, Bởi vậy, chúng có củng một 
tí số kép : (a°b'e'd') = (abcd). Ta chiếu đường tròn lên 
một thiết điện cônic K: khi đó trên K có một bộ bốn 
điềm mà một lần nữa ta lại biều thi bằng: A.B, C, D; 
hai điềm O và O' và hai bộ bốn đường thẳng a, b, e, d 
và a', b°, e',d'. Hai bộ bốn 
đường thẳng này đã không 
còn toàn đẳng bởi vi trong 
phép chiểu thì nói chủng, 
các góc không được bảo 
toàn. Nhưng vì tỉ số kép 
không thay đổi trong phép 
chiếu cho nên đẳng thức H.97. Tỉ số kép trên EHp. 








(1 Bộ bổn đường thẳng a, b, e, đ được xem là toàn đẳng 
vời bộ bốn đường thẳng khác a”.b”. œ`, đ` nếu góc của mỗi cặp 
đường thẳng trong bộ thứ nhất bằng về độ lớn và cùng hướng 
với góc của cặp đường thẳng tương ứng trong bộ thứ hai. 
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(abecd)=(a'b'e'd`) vẫn đúng. Bởi thế, ta đi đến một định 
lý cơ bản sau đây: Nếu bốn điềm của thiết diện cônie 
K (A, B, ©, D chẳng bạn) được nối vời điềm thứ năm O 
cũng thuộc thiết diện bởi các đường thẳng a, b, c, d 
thì tỉ số kép (abcd) không phụ thuộc vào vị trí của 
điềm O trên đường cong K (H1. 97). 


Đỏ là mọt kết quả đặc biệt. Như ta đã biết, nếu bốn 
điềm A, BH,C, D nằm trên một đường thẳng thi tỉ số 
kép của những đường thẳng nối chúng với điềm thử 
năm O sẽ không phụ thuộc vào việc lựa chọn nắm 
điềm này. Đó là một mệnh đề cơ bản của hình học xạ 
ảnh. Bây giờ thì ta đã biết một khẳng định tương tự 
cũng đúng với bốn điềm trên một thiết điện cônic K 
nào đó, song với một hạn chế quan trọng: điềm thủ 
năm O không được đi chuyển tự do trong mặt phẳng 
mà chỉ có thề đi chuyên trên thiết điện Cônic K. 


Có thề chứng minh khá dễ dàng định lý đảo dưởi 
dạng sau: Nếu trên đường cong K có hai điềm OÓ và 
O' sao cho với bốn diềm tùy ý A, B, C, D trên đường 
cong RK mà tỉ số kép tạo bởi các đường thẳng nối những 
điềm này với O và tỉ số kép tạo bởi các đường thẳng 
nối những điềm đó với O'° bằng nhau thì đường cong K 
là một thiết điện cônic (theo định lý thuận thì tỉ số kép 
của các đường thẳng nối bốn điềm cho trước vời một 
điềm bất kỳ O" trên K có giá trị không đồi). Ở đây. 
ta không nêu cách chứng mình. 


Các tỉnh chất xạ ảnh của các thiết điện cônïc đã trình 
bày ở trên gợi cho ta một phương pháp chung đẻ dựng 
các đường cong đỏ theo từng điềm. Ta quy ước hiểu 
một chùm đường thẳng là tập hợp tất cả các dường 
thẳng trong mặt phẳng đi qua hai điểm O và Ó' nằn› 
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trên thiết điện cônic K. Giữa 
các đường thẳng của chùm 
O và của chùm O' có thể 
xác định một tương ứng 
một — một cho ửng đường 
thẳng a của chùm thứ nhất 
với đường thẳng thẳng a' 
của chùm thử bai nếu như A Hros, pà dựng chủm đường 
và a' cắt nhau tại một điềm A thẳng xạ ảnh 

nào đó của đường cong 

K. Khi đó inột bộ bốn đường thẳng tùy ý trong chùm 
O sẽ có cùng tỉ số kép với bộ bốn đường thẳng 
4%, b, œ' d` của chùm O°. Mỗi tương ứng một — một 
giữa hai chùm đường thẳng có tính chất như thế 
gọi là một tương ứng xạ ảnh. (Định nghĩa này là 
đối ngẫu với định nghĩa tương ứng xạ ảnh giữa các 
điềm trên hai đường thẳng. Dùng định nghĩa đó, ta có 
thề khẳng định: (hiết diện cônic R là quỹ tích giao điềm 
của các đường thẳng tương ứng uới nhau thuộc haichùm: 
nằm trong một tương ứng xạ ảnh. Định lý này là cơ sở 
Cho định nghĩa thuần tủy xạ ảnh sau đây về các thiết 
diện cônic: Thiết diện cônic là quï tích giao điềm các 
đường thẳng tương ứng thuộc hai chùm nằm trong một 
tương ứng xạ ảnh. Không đi sâu vào lý thuyết các 
thiết điện cônic xây dựng trên định nghĩa này, ta chỉ 
hạn chế ở việc nêu một số chú ý mà thôi: 





Các cặp chùm đường thẳng nằm trong tương ứng xạ 
anh có thề thu được bằng cách như sau. Từ hai tàm O 
và ÓO°*' khác nhau ta chiếu tất cả các điềm P của một 
đường thẳng 1 và xác định một tương ứng một — một 


(1) Trong những trưởng hợp nhát định thì quï tích này cớ 
thể biến thành đường thẳng (xem H,98). 
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giữa các chùm đang chiếu bằng cách cho ứng với nhau 
những đường thẳng cắt nhau trên đường thẳng 1. Như 
thế là đủ đề các chùm thu được nằm trong một tương 
ửng xạ ảnh, Sau đó ta lấy chùm Ô*°' và mang nó «như 
một vật rắn nào đó › tới một vị trí ÓQ* tùy ý, Chùm mới 
O' tất nhiên có tương ửng xạ ảnh yới chùm O. Nhưng 
có điều đặc biệt là, mọi tương ửng xạ ảnh bất kỳ giữa 
hai chùm đều có thể thu được bằng cách như vậy. Nếu 
các chùm O và O' là toàn đẳng, ta có một đường tròn. 
Nếu góc giữa các tỉa tương ứng trong hai chùm bằng 
nhau, nhưng tính theo hướng đối nhau thì ta có một 
hypebol cân (H. 99), 
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H. 99. Sự tạo thành đường trỏn và hypecboi cân nhờ cáo 
chủmn xa ảnh 


Cần lưu ý rằng định nghĩa vừa nêu về thiết diện cônic, 
nói riêng, có thề cho một đường thẳng như H.98. Trong 
trường hợp này đường thẳng O(O°*° sẽ tương ứng với 
chính nó và mọi điềm của nó phải được xem như thuộc 
quỹ tích phải tìm. Như thể, thiết diện cônic suy biến thành 
một cặp dường thẳng: tỉnh trạng này hoàn toàn phủ 
hợp với sự kiện tồn tại một thiết diện hình nón gồm có hai 
đường thẳng (nếu mặt phẳng cắt đi qua đỉnh hình nón) 
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3. Các thiết điện cônie được xem như «các đường 
cong ké». Khái niệm tiếp tuyến với thiết diện cônic 
cũng thuộc vào hình học xạ ảnh bởi vì tiếp tuyến với 
thiết diện cônie là một đường thẳng chỉ có một điểm 
chung với thiết điện đó, mà tính chất này được bảo 
toàn trong phép chiếu. Các tính chất xạ ảnh của tiếp 
tuyến với thiết diện cônic dựa trên định lý sau đây: Tỉ 
số kép của các giao điềm của bốn tiếp tuyến cỗ định của 
một thiết điện cônie oới tiếp tuyến thứ năm bối kỳ khóng 
phụ thuộc 0uào piệc lựa chọn tiếp Iuyớn thử nành nụ. 
Chứng minh của định lý này rất đơn giản. VÌ một thiết 
diện bất kỳ là hình chiếu của đường tròn và vì trong 
định lý cũng chỉ đề cập đến những tính chất là bất biến 
đối với phép chiếu như vậy, cho nên muốn chứng minh 
định lý trong trường hợp tồng quát, chỉ cần chứng 
minh nó cho trường hợp đường tròn. 


Trong trường hợp cụ thể 
này, dinh lý được chưng 
minh bằng hình học sơ cấp. 
Giả thử )', Q,H, 5 là bốn 
điển ở trên một dương 
tròn R; a, b, c, d là các 
tiếp tuyến tại những diễm 
đó; T là một điềm tùy ý 
khác trên đường tròn; Ô 
là tiếp tuyến tụi điềm đó. 
Giả thử A, B, C„ D là giao 
HH. 100. Đường tròn xem như điềm của tiếp tuyển Ô với 

tập hợp các tiếp tuyẾ": các tiếp tuyến a, b, c, d. 


sa -_——— 
Nếu M là tâm của đường tròn thì tất nhiên IMA = 


= TNP ; đẳng thức này biều thị góc nội tiếp trong 





EK chắn cung TP. Cũng vậy TMB là góc nội tiếp trong 
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K chẩn cung TQ do đó: số do AMB = = số do PQ Từ 


đó thấy rằna, A,B, C, D được chiếu từ M bởi bốn đường 
thẳng mà góc giữa chúng chỉ phụ thuộc vào vị trí các 
điềm P,Q,R, S. Nhưng khi đó thì tỉ số kép (ABCD) chỉ 
phụ thuộc vào bốn tiếp tuyến a, b, c, d mà không phụ 
thuộc tiếp tuyến O. Đó là điều cần chứng minh, 





H..101. Tinh chất của tiếp tuyển với đường tròn 


Trong mục trước, ta đã cỏ dịp chứng tỏ rằng có thể 
dựng một thiết diện cônic « theo tửng điểm» nếu ghỉ 
lại các giao điềm của các đường thẳng tương ứng thuộc 
hai chùm có một 
tương ứng xạ ảnh. 
Định lý vừa chứng 
minh giúp ta phát 
biêu một định lý 
đối ngẫu. Lấy hai 
tiếp tuyến a và a'" 
của thiết diện cô- 
nic K. Giả thử tiếp 
tuyến thứ ba cắt a 
H. 192. Các dầy điềm xạ ảnh trên hai và a' theo thứ tự 

tiếp tuyến của eiip. ở AÁ và A'. Nếu 
đi chuyền theo 
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đường cong thì một tương ứng À e© Á' được xác lập. 
Tương ứng này là xạ ảnh vì, theo định lý đã chứng 
minh thì bộ bốn điềm bất kỷ trên a sẽ có cùng tỉ số 
kép với bộ bốn tương ứng trên a°. Suy ra, thiết diện 
cônic K được xem nhưr:-« tập hợp các tiếp tuyến của nó » 
gồm các đường thẳng nối các điềm tương ửng với nhau 
thuộc hai đẩyO) điềm ở trên a và ở trên a' trong một 
tương ứng xạ ảnh. : 

Sự kiện này cho phép ta đưa ra một định nghĩa mới 
về các thiết điện cônie xem như « các đường cong kẻ », 
Ta hãy so sánh định nghĩa này với định nghĩa xạ ảnh 
trước đây: 

I li 
Thiết diện cô nic được xem Thiết diện cônic được xem 
như tập hợp các điềm, gồm như « tập hợp các đưởng 
các giao điềm của các - thẳng» gồm các đưởng 
đường thẳng tương ứng — thằng nối các điềm tương 
nhau thuộc hai chùm xạ ửng nhau trong hai ddự 
ảnh, xạ ảnh. 





(1 Tập hợp điềm trên mỘt đường thẳng được gọi là một 
dầu điềm. Khái niệm này đối ngẫu với khái niệm chùm đường 
thẳng. 
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Nếu ta coi tiếp tuyến với thiết diện cônic tại một 
điềm nào đó của nó là phần tử đối ngẫu với bản thân 
điềm đó và hơn nữa, nếu ta qui ước cho tương ửng 





f1. 104. Parabol xác định bởi các đẩy điềm đồng dạng 


(trên cơ sở đối ngẫu) « đường cong kẻ ›» (tạo bởi tập 
hợp tiếp tuyến) với «đường cong điềm » (tạo bởi tập 
hợp điềm) thì các cách diễn đạt trên sẽ là boàn hảo 
về mặt nguyên tắc đối ngẫu. Khi «phiên dịch» một 
cách diễn đạt này sang một cách diễn đạt khác bằng 
cách thay thế mọi khái niệm bằng các khái niệm đối 
ngẫu tương ứng thì «thiết điện cônic » vẫn không đồi: 
tuy rằng trong trường hợp này thì nó được coi là « một 
đường cong điềm » được xác định bởi các điềm của nó, 
trong trường hợp khác thì nỏ được coi là « một đường 
cong kẻ » được xác định bởi các tiếp tuyến của nó. 


Suy ra hệ quả quan trọng sau đây: nguyên tắc đối 
ngắu, ban đầu được xác lập trong hinh học xạ ảnh của 
mặt phẳng chỉ cho các điềm và đường thẳng, đã có thề 
mở rộng cả cho các thiết diện cônic. Nếu trong diễn đạt 
của một định lú nào đó đề cập đền các điềm, các đường 
thằng oà các thiết: diện cônic ta-thau thế mỗi phần tử 
bằng một phần tử đối ngẫu 0ớt nó (không nên quên rằng 
một điềm của thiết diện cônic phải cho tương ứng với 
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tiếp tuyển vời thiết diện đó) thì sẽ thu được ¡nột định lụ 
đúng. Ta đã gặp thi dụ về sự thực hiện nguyên tắc đẻ 
trong mục 4 chương này. 


Phép dựng các thiết diện cônic được xen: như «các 
đường cong kẻ» đã được chỉ rõ trên hình 103 — 104. 
Đặc biệt, nếu trong hai dãy điềm xạ ảnh mà các điểm 
xa vô tận tương ứng với nhau (điều này sẽ là chắc chắn 
nếu các dãy điểm là toàn đẳng hoặc đồng dạng®) với 
nhau) thì thiết diện cônic sẽ là parabol; điều ngược 
lại cũng đúng. 


4. Định lý Paxcal và Briansôn tòng quát cho trường 
bợp thiết diện cônic tùy ý. Một trong những thê hiện 
tốt nhất của nguyên tắc đối ngẫu ứng dụng vào thiết 
diện cônic là quan hệ 
tương hỗ giữa các định lý 
Paxcal và Briansôn tồng 
quát. Định lý thứ nhất 
được phát hiện năm 1640, 
định lý thứ hai — năm 
1806. Tuy nhiên, định lý 
này là hệ quả trực tiếp 
của định lý kia, bởi vì 
mỗi định lý mà diễn đạt 
của nó chỉ nói đẾn CÁC H, 105. Cáu hình Paxcal tồng 
thiết diện cônic, đường quátHali trường hợp: một cho 
thẳng và điềm chắc chắn lục giác 1.2, 3› +.5, 6; một 

- : cho lục giác 1, 3, 5; 3; 6, 4. 
86 còn dúng nếu ta thay 
đồi cách diễn đạt theo nguyên tắc đối ngẫu. 





(1) Khái niệm các đẩy điềm « toàn đẳng» và “đồng đạng P 
với nhau đề đủ rõ, không cần giải thích thêm‹ 
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Các định lý đã chứng miith trong § 5 (cũng với những 
tẻn gọi như vậy) chính là a những trường hợp suy biến» 
của hai định lý tồng quát hơn sau đây; 





« —¬ẨẲ“ 
_- 
;L-4 
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H. 106. Câu hình Briansôn tồng quát 
Có hai trưởng hợp. 


Định lý Paxcal. Các cạnh đổi của một hình lục giác 
nội liếp trong một thiết diện cônic cắt nhau tại.ba điềm 
thằng hàng. 

Định lý Briansón. Đa đường cheo nỗi các định đổi 
điện của một hình lục giác ngoại tiếp một thiết diên 
cóntc thì đồng qui. 

Tất nhiên, hai định lý này có nội dung xạ ảnh, ta 
nhận thấy nựay được tính đối ngẫu của chúng nếu diễn 
đạt chúng như sau: 

Định lụ Pazcal. Cho sắu điềm 1, 2, 3, 4, 5, 6 trên một 
thiết diện cônic. Nối các điềm liên tiếp bởi các đường 
thăng (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6), (6,1), Đánh dấu giao 
điềm của các đường thẳng (1,2) và (4,5), (2,3) và (5,6), 
(3,4) và (6,1). Ba điềm đó nẵm trên một đường thẳng. 


118 


http://tieulun.hopto.org 


Định lý Driansôn. Cho sáu tiếp tuyến 1, 2, 3, 4, 5, 6 
xới một thiết diện cônic. Các tiếp tuyến liên tiếp cắt 
nhau tại các diễm (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6)› (6,1). Vẽ 
các đường thẳng nối các điềm (1,2) và (4,5)/2(2,3) và 
(5,6), (3,4) và (6,1). Ba đường thẳng này cắt nhau tại 
một điềm. 

Chứng minh được thực biện bằng một phép đặc biệt 
hóa giống như đã làin trong các trường hợp suy biến 
đã xét trước kia. a hãy chửng minh định lý Paxcal. 
Giả thử A, B, €, D, E;, F là các đỉnh của lục giác nội tiếp 
trong thiết diện cônic RK, Bằng phép chiếu ta có thề 
làm cho các đường 
thẳng AB và ED,EA và 
CD song song với nhau 
(khi đỏ ta có cấu hình 
biều thị trên H.107; đề 
cho tiện, lục giác trên 
hình vẽ là tự cắt, mặc 
đủ điều này không cần 
thiết). Bây giờ chỉ cần 
chứng minh đường 
thẳng CB song song với 
đường thẳng FE, nói  H. 107. Chứng minh định lý 
cách khác, cạnh đối cắt Paxcal. 
nhau trên đường thẳng 
xa vô tận. Để chứng mỉnh, ta xét bốn điềm F,A,B,D 
mà như ta đã biết, giữ nguyên tỉ số kép (kị chẳng hạn) 
trong phép chiếu từ một điềm K bất kỳ. Chiếu từ điềm 
C lên đường thẳng AE, ta được bốn điềm F,A,Y, œ với 





k=(E,A,Y,=) = ` . Bây giờ, chiếu từ điềm E lên 
đường thẳng BA, ta được bốn điềm X,A,H, œ với k = 
BX BX VE 


= Ọ ;Ð, œ = -—.‹Nh ; —— # ——= hú tô 
%,A ) BA ư vậy mm. 
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YB//FX, Chứng minh kết thúc. Định lý Driansỏn suy 
ra từ định lý Paxcal theo nguyên tắc đối ngẫu. Tuy 
nhiên có thể chứng mỉnh nó trực tiếp bằng lập luận 
đối ngẫu với lập luận vừa nêu. Việc tiến hành chỉ tiết 
lập luận này là một bài tập hay đối với bạn đọc. 


5. Hypcboloid. Trong không sian ba chiều, ta thường 
gặp các mặšt-quadric (mặt bậc hai) cũng có vai trò như 
các thiết diện cônic (đường cọng bậc hai) trong mặt 
phẳng. Đơn giản nhất là mặt cầu và elipxoid. Các 
quadric đa dạng hơn thiết diện cònïc, việc nghiên cửu 
chúng có nhiều khó khăn. Ta xét qna và không chứng 
mình một mặt quadric đảng chủ Ý nhất được gọi là 
hypeboloid liên thông (hoặc một tầnzø). Có thể thu 
được mặt này bằng cích san. Trong không siau, lấy 
ba đường thẳng 1,1; lạ có vị trí tồng quảt, cớ 
nghĩa là không có hai đường thẳng nào song song 
với nhau và cả ba đường không cùng song song 
với một mặt phẳng. Tồn tại tập hợp vò số đường 
thẳng trong không gian cắt cả ba đường thẳng đã cho; 
ta sẽ chứng minh điều này. Giả thử z là một mặt phẳng 
tùy ý chứa đường 
thẳng l¡, mặt phẳng 
này cắt các đường 
thẳng l và l; tại hai 
điềm. Một đường 
thẳng m đi qua hai 
điềm này, tất nhiên 
sẽ cắt cả ba đường 
thẳng ],, 1l; và 1; đã 
cho, Khi mặt phẳng 
quanh quay l;, thi 
đường thẳng m sẽ 





H.108. Dựng các đường thẳng cảt3 
đường thẳng cho trước có vị tri 
tồng quát. 
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thay đồi vị trí của nó nhưng bao giờ cũng vẫn cát ba 
đường thẳng cho trước. Khi m chuyền động, nó sinh 
ra một mặt đi ra xa vô tận, mặt đó được gọi là hype- 
boloid một tầng. Mặt này chửa một tập hợp vô số 
đường thẳng như đường thẳng m. Ha đường thẳng tùy 
ý như thế (m;, m;, m; chẳng hạn) cũng sẽ có vị tri 
tổng quảt và những đường thẳng trong không gian cắt 
ba đường thẳng m,, m; và mạ cũng đồng thời nằm 
trên mặt đang xét. Từ đó rút ra một tính chất cơ bản 
của hypeboloid: nó gồm hai họ đườag thẳng khác 
nhau ; cứ mỗi bộ ba đường thẳng của cùng một họ sẽ 
có vị trí tồng quát và mỗi đường thẳng của một họ sẽ 
cắt tất cả các đường thẳng của họ khác. 

Tính chất xạ ảnh quan trọng của 
hypeboloid là tỉ số kép của bốn 
điềm, tại đó một bộ bốn đường 
thẳng cho trước của một họ cắt một 
đường thẳng nào đỏ của họ kia, sẽ 
không phụ thuộc vào việc chọn 
đường thẳng thứ năm này. Khẳng 
định này rút ra từ phương pháp 
dựng hypeboloid nhờ mặt phẳng 
quay. Bạn đọc có thề chứng minh 
điều này để luyện tập. | 

Ta còn lưu ý thêm một tính chất  I¡.109. Hypeboloid 
nữa của hypeboloid: tuy nó chứa 
hai họ đường thẳng, nhưng sự tồn tại những đường 
thẳng như thế không làm trở ngại đến sự cong của 
mặt — không làm cho nó bị cứng. Nếu làm mô hình 
hypeboloid bằng những thanh có thể quay tự do xung 
quanh các giao điềm của chúng thì toàn bộ mặt có thê 
liên tục biến dạng, lấy vô số những trạng thái khác 
nhau. 
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§9. HỆ TIỀN ĐỀ VÀ HỈNH HỌC PHI ƠCLID 


1. Phương pháp tiên đè. Phương pháp tiên đề trong 
toán học ít nhất đã bắt đầu từ thời Ơclid. Hất có thề 
tưởng lầm là toán học cồ xưa đã được phát triền hoặc 
trình bày dưới bình thức định đề chặt chẽ vốn có của 
« Khởi đầu». Tuy nhiên ấn tượng của tập sách đỏ dối 
với các thế hệ sau lớn đến nỗi nó đã trở thành mẫu 
mực cho mọi chứng minh chặt chể trong toán học. 
Thậm chí có khi các nhà triết học (chẳng hạn Xpinôza 
trong « Ethica, more geometrico demonstrata ›) đã định 
trình bày lập luận dưởi hình thức các định lý suy ra 
từ các định nghĩa và tiên đẻ. Trong toán học hiện đại, 
sau thời kỳ đi chệch khỏi truyền thống Ởclid kéo dài 
trong khoảng thế kỷ XVI và XVIII, đã một lần nữa 
thấy rö sự thâm nhập mạnh mẽ của phương pháp tiên 
đề trong những lĩnh vực khác nhau. Một trong những 
sản phầm mới n¡Ãt của sự tăng cường suy nghĩ theo 
hưởng này là sự ra đời của một ngành mới — logic 
toán, 


Trên những nét khái quát thi quan điềm tiên đề có 
thề được đặc trưng như sau. Chứng minh một định lý 
trong một hệ thống suy diễn nào đó tức là xác nhận 
rằng định lý đó là hệ quả logic tất yếu của những mệnh 
đề khác đã được chứng mình trước đó; những mệnh 
đề nay, đến lượt nó cũng phải được chứng mình v.v... 
Như vậy, quả trinh lập luận toán học đã dẫn đến một 
bài toán « xuống thang vô tận » và không thê thực hiện 
được nếu như không dừng lại ở một chỗ nào đấy. Cuối 
cùng phải có một số nào đó các khẳng định gọi là những 
định đề hoặc những (iên đề được thừa nhận là đúng 
không phải chứng minh. Từ đó có thề suy ra mọi định 
lý khác bằng con đường lập luận thuần túy logic, Nếu 
như mọi sự kiện của một lĩnh vực khoa học nao đó 
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được qui về một trật tự logic như thế, tức là, một sự 
kiện bất kỳ «được suy ra» từ một số mệnh đề đã được 
lựa chọn (giả thiết rằng số mệnh đề như vậy là hữu 
hạn, chúng đơn giẩn và dễ nhận thức) thì có cơ sở để 
nói rằng lĩnh vực đó đã được biều hiện dưới «hình 
thức tiên đề» hoặc đã được ctiên đề hóa», Việc lựa 
chọn các mệnh đề — tiên đề có mức độ rộng rãi tùy 
ý. Song thật là kém bồ ích nếu các tiên đề không đơn 
giản và số lượng quá nhiều. Ngoài ra, hệ tiên đề 
phải tương thích (phi máu thuần) vời ý nghĩa là 
từ hệ đó không thề suy ra hai định lý chứa mâu 
thuẫn với nhau, phải đầy đủ với ý nghĩa là mọi định 
lý đúng trong lĩnh vực đang xét phải suy ra được 
từ bệ đó. Cũng cần làm cho hệ tiên đề là độc lập 
tức là không có tiên đề nào là hệ quả logic của những 
tiên đề còn lại. Vấn đề về tính phi mâu thuẫn và tính 
đầy đủ của một hệ tiên đề là đề tài của những cuộc 
thảo luận lớn, Những tư tưởng triết học khác nhau về 
nuuön gốc kiến thức nhân loại đã qui định những quan 
điểm khác nhau, không thống nhất với nhau, về cơ sở 
của toán học. Nếu các khải niệm toán học được xem 
như các đối tượng chủ thẻ trong phạm vi « trực giác 
thuần tủy » là độc lập với các định nghĩa và những 
tuao tác khác nhau của hoạt động tư duy con người 
tù! tất nhiên, không thề tồn tại một mâu thuần nào ở 
trong các kết quả toán học vì chúng là những mệnh đề 
chân lý khách, quan mô tả thế giới có thực. Nếu xuất 
phát từ quan điềm như vậy thi nói chung không có 
vấn đề về tính mâu thuẫn. Nhưng tiếc thay, nội dung 
thực của toán học lại không thể dặt trong thuôn khô 
triết học đơn giản như vậy. Những đại biều của chủ 
nghĩa trực giác toán học hiện đại không dựa vào trực 
giác thuần túy với đây đủ ý nghĩa Kant của nó. lọ 
thừa nhận vái vô hạn đếm được như là con để hợp 


1232 


http://tieulun.hopto.org 


pháp của trực giác nhưng lại chỉ cho phép dùng những 
tỉnh chất có tính chất kiến thiết. Theo quan điểm của 
họ, các khái niệm cơ sở như continum số phải loại trừ 
không được dùng, phải hy sinh đi những phần quan 
trọng của toán học hiện tại (cái gì còn lại sau đó là 
cực kỳ phức tạp, không cỏ hy vọng gì đơn giản hóa), 


«Những người theo chủ nghĩa hình thức » giữ một 
lập trường hoàn toàn khác. Họ không gáản cho các 
khái niệm toán học một thực tại trực giác nào và khóng 
khẳng định các tiến đề biều thị cho những chân lý 
khách quan nào đó thuộc về các sự vật của trực giác 
thuần túy ; họ (những người theo chủ nghĩa hình thức) 
chỉ chủ ý đến sự đúng đắn logic hình thức của quá 
trình lập luận dựa vào các tiên đề. Lập trường này có 
ưu điềm hơn so với lập trường của chủ nghĩa trực 
giác vì nó trao cho toán học quyền tự đo hoàn toàn hành 
động cần thiết cho lý thuyết cũng như cho ứng dụng. 
Nhưng đồng thời nó buộc các nhà hình thức chủ nghĩa 
phải chứng minh rằng những tiên đề mà họ thừa nhận, 
bây giờ là sản phầm của sự sáng tạo tự do của trí 
tuệ con người, không thề dẫn tới mâu thuẫn. Trong 
vòng 20 năm gần đây đã có nhiều cố gắng tìm kiếm 
các chứng minh như vậy về sự phi mâu thuẫn, đặc 
biệt đối với các tiên đề số học và đại số và đối với khái 
niệm continum số. Các kết quả thu được theo hưởng 
này có tầm quan trọng đặc biệt, nhưng toàn bộ bài 
toán còn xa chưa thực hiện được. Hơn nữa, các kết 
quả thu được tronø- những năm gần đây đã chứng tỏ 
rằng những ý định như vậy không thẻ thành công hoàn 
toàn — đối vời những hệ thống các khái niệm định 
nghĩa chặt chẽ, đóng kín thì nói chung không thê chứng 
minh chúng là phi màu thuần và đầy đủ. Một điều đặc 
biệt quan trọng là, mọi lập luận dề cập đến các vấn đề 
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lý giải kiều như thế phải được thực hiện bằng các 
phương pháp kiến thiết và có sức thuyết phục bằng 
trirC giác. 

Cuộc tranh cãi giữa những người trực giác và hình: 
thức chủ nghĩa trở nên đặc biệt gay go nhân vấn đề về 
các nghịch lý của lý thuyết tập hợp, đã đẻ ra một khối 
lượng lớn các bài diễn văn sav sưa của những người 
trung thành nhất thuộc cả hai trường phái. Thế giới 
toán học rung lên những tiếng kêu gào « khủng hoảng 
cơ sở». Song những tín hiệu báo động đó đã không 
được tiếp nhận. 

Với tất cả sự trân trọng những thành tựu giành được 
trong cuộc đắu tranhcho sự hoàn toàn rõ ràng của các 
Cơ sở thì kết luận cho rằng những sự bất đồng về tư 
tưởng hoặc ngay cả những nghịch lý, nảy sinh ra do 
sư sử dụng theo thói quen và yên tâm khái niệm về sự 
khải quát vô hạn, chứa đựng trong bản thân nó mối 
đe dọa nøzi:iêm trọng đến sự tồn tại của toán học, là 
hoàn toàn không cỏ cơ sở. 

Hoàn toàn độc lập với bất cứ nhữnz xét đoán triết 
học nào và với sự quan tâm đến các vấn đề cơ sở, cách 
xử lý tiên đề đối với đối tượng của toán học là một 
phương pháp tự nhiên nhất để làm bộc lộ tất cả những 
rác rốitronz mối liên hệ tương hỗ giữa các sự kiện 
khác nhau và giải thích rõ những qui luật của cấu trúc 
logic kết hợp những lý thuyết của chúng. Đã từng thấy 
rằng một sự tập trung chú ý như vậy vào cấu trúc hình 
thức mà không chú ý vào ý nghĩa trục giác của các 
khái niệm đã làm đễ dàng cho sự tìm kiếm những khái 
quát và ứng dụng dễ bị bỏ qua trong cách xử lý có tính 
chất trực giác nhiều hơn đối với sự việc. Nhưng chỉ 
trong trường hợp đặc biệt thì những phẩt minh xuất 
sắc và sự nhận thức chân thực mới là kết quả của 
việc áp dụng các phương pháp tiên đẻ thuần túy: 
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Nguồn gốc chân thực của phát triển toán học là sự suy 
nghĩ sáng tạo được củng cố bởi trực giác. Nếu coi tiên 
đề hóa là một tư tưởng mà toán học hướng tới thì sẽ 
mắc phải một sai lầm khòng tha thứ được khi cho rằng 
hệ tiên đề ( nó là bản chất của toán học, Trực giác có 
sáng tạo, có kiến thiết của toán học sẽ mang đến cho 
toán học những thời điền không suy diễn và phi lý, 
xem toán học như âm nhạc hoặc hội họa. 

Thời Ơclid, hình học luôn luôn là mẫu mực của một 
môn học được tiên đề hỏa. Trong khoảng nhiều thế kỷ; 
hệ định đề Ơclil đã là đối tượng của sự nghiên cửu 
căng thẳng. Song cách đây không lâu người ta đã thấy 
rất rõ là các định đề này phải được thay đồi, bỏ sung, 
mới có thể đẩm bảo suy ra được các mệnh đề của 
hình học sơ cấp bằng suy diễn. Thí dụ, cuối thế kỷ 
trước khi xem xét thứ tự sắp xếp của các điềm trên 
đường thẳng tức là quan hệ đặc trưng bởi từ «ở giữa ? 
Pasơ đã phát hiện ra cần phải có một tiền đề riêng. 
Pasơ đã nêu ra mệnh đề sau dây làm tiên đề: Vấu mới 
đường thẳng cát một cạnh của tam giác tại một điềm 
không phải là đùnh thì nó sẽ còn cầt một cạnh .nữa của 
tam giác (sự bỏ qua chỉ tiết này sẽ dẫn tới một loạt các 
nghịch lỷ, chẳng hạn, « chứng minh » mọi tam giác đều 
cân dường như được suy ra chặt chế từ các tiên đề 
Ơclid; kết luận này dựa trên việc về hìñh không chính 
xác, một số đường thẳng cắt nhau ở phía ngoài của 
tam giác hoặs hình tròn, trong khi đó thì thực ra chủng 
phải cắt nhau ở bên trong). 

Trong cuốn sách nồi tiếng của mình «Grundlagen 
der Gcometrie »Œ (bản ¡in đầu tiên ra đời năm 1899) 
Hinbe đã nêu ra một hệ tiên đồ hình học, đồng thời dã 
tiến hành phân tích cặn kẽ tính độc lập, tính "phí mâu 
thuẫn và tính đầy đủ của các tiên đề đó. 


(1) Tiếng Đức: “Cơ sở hình học » — ND. 
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Trong mọi hệ tiên đề thường không tránh khỏi phải 
đưa ra một số khái niệm không định nghĩa; thí dụ 
kbái niệm « điềm » hoặc « đường thẳng » tronz hình học. 
« Ý nghĩa » của chúng (hoặc mối liên hệ với các sự vật 
của thế giới thực tại) là không quan trọng đối ới toán 
học. Những khái niệm đó phải được thừa nhận một 
cách trừu tượng thuần tủy và các tính chất toán học 
của chúng trong khuôn khổ của hệ suy diễn là hoàn 
toàn suy ra được tử những quan hệ giữa chúng đã 
được khẳng định trong các tiên đề. Chẳng hạn, hình 
học xạ ảnh bắt đầu bằng những khái niệm cơ bản 
«điềm » và «đường thẳng», từ quan hệ «liên thuộc › 
và từ hai tiên đề đối ngẫu : «hai đường thẳng khác nhau 
bất kỳ thì liên thuộc với một và chỉ một điềm » và «hai 
điểm khác nhau bất kỳ thì liên thuộc vởi một và cùng 
một đường thẳng ›. Trong hệ tiên đề của hình học xạ 
ảnh thì tính chất đối nuẫu trong việc điễn đạt các tiên 
đề sẽ qui định tỉnh đối ngẫu trong bẳn thân cấu trúc 
của nó, Mỗi định lý, chỉ chửa những phần tử đối ngẫu 
trong diễn đạt và trong chứng minh, sẽ tương ứng vời 
một định lý đối ngẫu. Quả vậy, chứng mình của định 
lý ban đầu là việc áp dụng liên tiếp những tiên 
đề nào đó; còn việc áp dụng các tiên đẻ đối ngẫu cũng 
theo thứ tự đó sẽ hợp thành chứng minh của định lý 
đối ngẫu, 

Tập hợp các tiên đề hình học sẽ tạo nên định nghĩa 
không tưởng minh của mọi khái niệm hình học «không 
định nghĩa » như « điềm», « đường thẳng», «tính liên 
thuộc» v.v... Đối với các ứng dụng của hình học thì 
điều quan trọng là làm sao cho các khái niệm cơ bản 
và các tiên đề hình học phù hợp tốt với các khẳng dịnh 
mà trên đó thực hiện được các phép thử vật lý bọc đề 
cập đến những đối tượng « có thực » sờ mỏ được. Tỉnh 
thực tại vật lý đứng sau khải niệm điểm là một sự vật 
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nào đó rất nhỏ giống như một vết tiếp xúc nhở của 
đầu bút chì trên tờ giấy. Cũng vậy, «đường thẳng › là 
sự trừu tượng hóa của một sợi đây mảnh căng thẳng 
hoặc của một tia sáng. Tính chất đó của những điềm 
và đường thẳng vật lý có thể xác nhận được bằng các 
phép thử, sẽ phù hợp một phần với các tiên đề hình 
học hình thức. Dễ thấy rằng những thí nghiệm chính 
xác hơn có thể là lý do cần thiết phải thay đôi các tiên 
đề nếu như f{a muốn chúng mô tả đầy đủ các hiện 
tượng vật lý, Ngược lại, nếu có sự sai biệt rõ của các 
hệ tiên đề hình thức với các tính chất vật lý học của 
Các sự vật thì hình học được xây dựng trên các tiên đề 
đó sẽ có một ý nghĩa giới hạn. Bởi thế, ngay cả với 
quan điềm của chủ nghĩa hình thức, còn có một cái gì 
đó có ảnh hưởng lớn đến phương hướng của tư tưởng 
toán bọc hơn là trí tuệ con người. 


2. Hình họe phi Œclid hypebolice, Trong Ơelid có một 
tiên dẻ mà, đối chiếu với những đữ kiện thực nghiệm 
(với các sợi dây căng thẳng hoặc các tia sáng), không 
thể nói được nó có « đúng » hay kbông. Đó là (iên đề 
song song nồi tiếng khẳng định qua một điểm cho trước ở 
ngoài một dường thẳng cho trước có thề vẽ mỏi nà chỉ một 
dường thẳng song song với đường thẳng đã cho. Tính 
chất độc đáo của tiên đề này là nó khẳng định tính 
chất của đường thẳng (rên toàn bộ chiều dài của nó, trong 
đó đường thẳng được coi là kéo đài vô hạn về cả hải 
phía : nói rằng hai đường thẳng là song song tức là 
khẳng định chúnz không thể có điểm chung dù kéo dài 
chúng đến dâu. Trái lại thì một điều boàn toàn hiền 
nhiên là, trong giới hạn của một phần hạn chế nào 
đó của mặt phẳng, dù phần đó có rộng đến đâu, 
cũng có thề vẽ được một tập hợp dường thẳng 
đi qua một điềm cho trước và không cắt một đường 
thẳng cho trước. Bởi vì độ đài lớn nhất có thể được 
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của thước kẻ, của sợi đây, thậm chí của tiìà sáng được 
nhìn bằng kính viễn vọng cũng còn là ;:ữu bìa và bởi 
vì bên tron» một hình tròn có bán kính hữu nạn cũn? 
có mọt tập hợp các đường thing đi qua mọt điềm cho 
trước ở trong hình tròn không cắt một đườnu thẳng 
cho trước, cho nên không thể kiềm tra bằng thực nghiệm 
tiên đề Ợclid được. Mọi tiên đề khác của Ơclid đều có 
tỉnh chất hữu hạn, tức là đề cập đến những đoạn thẳng 
hữu hạn hoặc những bộ phận hữu hạn của các hình. 
phẳng, Sự kiện mà tiên đề song song không kiềm tra 
được bằng thực nghiệm đã đề lén hàng đầu vấn đề nó 
có đóc láp vời các tiên đề khác hay không. Nếu nó là 
hệ quả logic tất yếu của các tiên đề khác thì chỉ cần 
loại nó ra khỏi số các tiên đề và cứng mình nó như 
một định lý nhờ các tiên đề Ớclid khác. Các nhà toán 
học đã cố gắng tìm chửngiminh đó trong nhiều thế kỷ 
qua. Việc này đã tạo nên một nhận thức lờ mờ trong 
nhiều người nghiên cứu hình học là, phải chăng tiên 
đề song song khác biệt về cơ bản với các tiên đề còn 
lại, ró chưa có ruột tính trực giác có tính chất thuyết 
phục mà tính trực quan này đường như phải có đối 
với mọi mệnh đề được coi là tiên đề. Một trong những 
cố gắng đầu tiên theo hướng đó đã được Prôklơ, mật 
nhà bình luận của ƯCclid, thực hiện vào thế kỷ IV. Đề 
không phải đưa vào một tiên đề riêng về tường thẳng 
song song, ông đã đưa vào một định nghĩa taà theo 
định nghĩa đó thì một đường thẳng song song với một 
đường thẳng cho trước là quï tich của những điề:n cách 
đường thẳng này một khoảng không đồi cho trước. Ở 
đây Prôklơ đã không đề ý rằng làm như vậy thì khó 
khăn sẽ không được giải quyết mà chỉ đời chỗ đi, bởi 
vì công trình của ông chưa chứng mình được q1ï tích 
nêu trên thực sự là một đường thẳng, VÌ Proklơ đã 
không thề chứng mỉnh được điều sau cùng này, cho 
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nên ông đã thừa nhận mệnh đề đỏ là tiên đề song song. 
Như thế, ta không được lợi lộc gì vì ta có thể chứng tỏ 
rằng cả hai tiên đề vừa nêu là tương đương với nhan. 
Xakhêri (166? — 1733), sau đó là Lambe (1728 — 177?) 
đã định chứng minh tiên đề song song bằng con đường 
gián tiếp với một giả thiết đối lập rời từ đấy suy ra các 
hệ quả vô lý. Song các hệ quả suy ra được đều không 
vô lý: đó là những định lý của hình học phi Ơclid mà 
sau này ta đã tìm được. Nếu những nhà toán học nói 
trên không xem những kết quả của mình là phi lý mà 
xem chúng như là những khẳng định không có mâu 
thuẫn nội tại thì chính họ chứ không phải người nào 
khác, sẽ có công phát hiện ra hình học phi ỚƠcHd. 


Nhưng ở thời đó thì một hệ hình học bất kỳ, không 
phủ hợp tuyệt đối với hình học Ơclid, bị xem như một 
điều vô lý tất nhiên, Kant, một nhà triết học có uy tín 
nhất thời bấy giờ đã biều thị thái độ của mình đối với 
vấn đề đó bằng cách khẳng định rằng các tiên đề Ơclid 
không có gì khác là các hình thức tất yếu của tư duy 
con người, theo ông thì điều đó đã giải thích ý 
nghĩa khách quan của chúng đối với không giap « CÓ: 
thực ›. Niềm tin vào các tiên đề clid như niềm tin vào 
những chân lý bất di bất dịch tồn tại trong phạm vi 
trực giác thuần tủy như thế, là một trong những giáo 
điều của triết học Kant. Song, dần dà thì những thói 
quen sâu sắc của tư duy và ảnh hưởng của các quyền 
uy triết học không thể đè nén một niềm tin đang phát 
triền cho rằng syr thất bại trong việc tìm kiếm chứng 
mỉnh của tiên đề song song ở phía các nhà hình học 
thì it mà ở phía bản thân tiên đề là thực sự độc lạập 
với các tiên đề khác thì nhiều (cũng tương tự như sự 
thất bại trong việc giải phương trình bậc năm tông quát 
đã dẫn đến diều ngờ vực không thể giải được phương. 
trình đó mà về sau dä được xác mỉnh là đúng). Nhà toán 
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“học Hungari Bôliai (1802 — 1860) và nhà toán học Nga 
Lobasepxki (1793 — 1856) đã xây dựng một hệ 
hình học rất chỉ tiết trong đó tiên đề song song bị bác 
bỏ. Khi người thanh niên nhiệt tâm và cò tài Bôliai gửi 
công trình của mình cho «vua toán học › Gaux và nóng 
lòng chờ đợi sự ủng hộ thì ông đã được cho biết là 
chính Gaux đã phát minh ra điều đó sớm hơn, nhưng 
Gaux tự kiềm chế khởng công bố các kết quả của mình 
đề tráảnh những cuộc thảo luận ồn ào. 


Chúng ta hãy xét xem tính độc lập của tiên đề song 
song có nghĩa như thế nào. Tỉnh độc lập đó cần được 
hiểu với ý nghĩa là việc xây dựng các mệnh đề hình 
học về điềm, về đường thẳng v.v..., bằng cách xuất 
phát từ các tiên đề trong đó tiên đề song song được 
thay thế bởi một tiên đề ngược lại là không cỏ mâu: 
thuẫn nội tại. Một cấu trúc như vậy là một hình học 
phi Ơclid. Phải có lòng dũng cảm về mặt trí tuệ của 
Gaux, Bôliai và Lôbasepxki mới ý thức được rằng hình 
học xây dựng trên một hệ tiên đề không Ơclid vẫn có 
thể là tuyệt đối phi mâu thuẫn, 

Muốn khẳng định được tính phi mâu thuẫn của một 
hình học mới, không cần thiết phải phát triển nhiều 
định lý rất chỉ tiết của hình học phi Ơclid như Bôlial 
và Lôbasepxki đã làm. Bây giờ ta đã xây dựng được 
những « mô hình » đơn giản của hình học đó thỏa mãn 
tất cả các tiên đề Ơclid trừ tiên đề song song. Do ảnh 
hưởng tư tưởng của nhà hình học người Ảnh Keli 
(1821 — 1895), Félix Klêin đã đưa ra một mô hình đơn 
giản nhất. Trong mô bình này thì qua một điềm cho 
trước nằm ngoài đường thẳng cho trước có thể về vô 
số « đường thẳng » «song song» với đường thẳng đã 
cho. Một hình học tương tự thuộc loại này được gọi là 
hình học Bôliai — Lôbasepxki hoặc hình học « hype- 
bolic». 
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Rhi xảy dựng mô hình Kiêin thì lúc đầu, ta xét các 
sự vật của hình học Ơclid thông thường sau đó đồi tên 
một số sự vật và quan hệ giữa chúng sao cho việc mô 
tả chúng là thuận tiện cho hình học ỢcHd. Hình học 
này ít nhất cũng là phi mâu thuẫn như hình học Ơclid 
ban đầu bởi vì nó dược trình bày như là tập hợp các 
sự kiện của hình học Ơclid (nếu xét với quan điểm 
khác và mỏ tẢ với những từ khác). Có thể thấu hiều 
mô bình đó dễ dàng nếu chú ý đến một số khải niệm 
của hình học xạ ảnh. 

Trong một biến đôi xạ ảnh của mặt phẳng lên một 
mặt phẳng khác hoặc lên chính nó (có thê hai mặt 
phẳnz sẽ trùng nhau sau phép ánh xạ) thì nói chung, 
một đường tròn sẽ biến thành một thiết diện cônic nào 
đó. Song, có thể chứng tỏ đã dàng rằng ((a sẽ không 
nêu chứng mình ở đây) có vô số biến đôi xạ ánh của 
mặt phẳng lên chính nó mà trong đó một hình tròn 
cho trước biến thành chính nó. Trong những biến đồi 
nhưt vậy thi nói chung các điểm ở bên trong cÊn/ như 
các điềm ở trên biên đều thay đồi vị trí, nhưng các 
điềm ở sên trong vẫn ở bên trcngs các điềm ở trên 
biên vẫn ở trên biên (đẻ dàng nhận thấy tâm của hình 
tròn cỏ thê biến thành một điền bên trong tùy ý cho 
trước). 7a sẽ xét tập hợp tất cả các biến đồi như vậy. 
Tất nhiên, chúng không giữ nguyên điện mạo của hì:ih 
cho nên chúng không phải là một phép dời hình theo 
nghĩa thông thường. Nhưng bây giờ ta sẽ gọi fên chúng 
là ecác phép dời hình phi Ơclid› trcng bình học mà 
ta sử xây dựng. Đằng ccc cphép dời hìnn» đó, ta CÓ 
thể tiếp tục định pghĩa sự bằng nhau›: bai hình 
được gọi là bằng nhau nếu có một phép đồi hình học 
phi Ơcud biến đòi bình này thành hình kia. 

Hãy giờ, ta sẽ mô tỉ mò hình Kiê¡n của hình học 
bhypebolie đã nêu trên một .. Mặt phẳng › chỉ gồm những 


132 


http://tieulun.hopto.org 


điềm ở bên trong một hình tròn, các điềm ở ngoài phải 
bỗ đi, Mỗi điềm ở bên trong được gọi là « một điềm» 
phi Ơelid, mỗi dây cung của hình tròn được gọi là « một 
dường thẳng » phi Ơclid; «phép đời hình › và sự 
bằng nhau ›» thì như đã dịnh nghĩa ở trên; việc vẽ một 
« đường thẳng › đi qua bai « điểm › và việc tìm cgiao 
điểm › của hai «đường thẳng» được thực hiện như 
trong hình học Ơclid. Dễ chứng minh rằng cấu trúc 
mới này thỏa mãn mọi tiên đề của hình học Ơclid chỉ 
trừ có tiên đề song song. Điều này thể hiện ở chỗ, qua 
một qđiềm » không nằm trên «đường thẳng » có thể 
về vô số « đường thẳng › khỏng có «điềm » chung với 
đường thẳng đã cho. « Đường thẳng» cho trước ở đây 
là một dây cung Ơclid, «đường 

thẳng » thứ hai có thề là một đây 

bất kỳ đi qua «điểm » cho trước 

và không cắt « đường thẳng » thứ 

nhất ở trong hình tròn. Mô hình 

đơn giản vừa mỏ tả là hoàn toàn 

đủ đề kết thúc vấn đề cơ bản 

phát sinh ra hình học phi ỚcHd : 

nó chứng tỏ rằng tiên đề song 

song không thể suy ra dược từ H. 110. Mô hình mặt 
những tiên đề còn lại của hình phẳng phi Ơclid của 
học Ơclid. Quả vậy, nếu suy ra Phần 

- được từ những tiên đề khác thì nó phải là một định 
lý đúng trong mô hình của Klêin, nhưng không phải 
là như vậy. 

Nói mỘt cách chặt chế thì luận chứng ở trên được xây dựng 
trên một giả thiết là mô hình của Kiê¡n phi mâu thuẫn; tức là 
không thề chứng minh được đồng thời một khẳng định nào đó 
và một khẳng định đối lập với nó. Nhưng, dù thế nào thì hình 
học của mô hình Kiê¡n cũng là phi mâu thuẫn cũng như hình 


học Ơclid thông “thường, bởi vì các định lý về €điềm ? và 
* đường thẳng »v.v... của mô hình Klêin cbính là các định lý 
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của hình học Ơclid được diễn đạt theo cách riêng của nó. Một 
chứng mỉnh đầy đủ về tính phi mâu thuẫn của hệ tiên đề hinh 
học Ởclid sẽ không thề có được nếu không qui về hinh học giải 
tích sà rút cục là về continum số, mà tính phi mâu thuẫn của 
khái niệm continum thi cũng là một vấn đề chưa được giải quyết: 
* Chúng tôi còn lưu ý bạn đọc thêm một chỉ tiết nữa 
(mặc đầu nó vượt ra ngoài giới hạn của bài toán mà ta 
đặt ra trực tiếp ở đây): về định nghĩa «khoảng cách » 
phi ƠOclid trong mô hình Klêin, « Khoảng cách » này 
phải là bất biến đổi với «phép 
dời hình » phi Ơclid bởi vì phép 
dời hình thông thường không thay 
đồi khoảng cách thông thường. Ta 
đã biết, tỉ số kép là bất biến của 
hình học xạ ảnh. Tất nhiên sẽ nảy 
ra ý nghỉ dùng tỉ số kép (OSQP) 
đề định nghĩa khoảng cách giữa 
hai điêm P và Q ở bên trong hình 
H. 1i. Khoảng cách tròn của ta, trong đó O và S là 
EDY ch” những điềm mà đoạn PQ cắt 
đường tròn nếu kéo dài về cả hai phía, Thực ra thì tỉ 
số kép này là một số dương, nhưng nếu lấy nó trực 
tiếp làm «khoảng cách › PQ thì không thuận tiện. Thực 
vậy, với giả thiết ba điểm P, Q, R nằm trên một đường 
thẳng, ta phải có đẳng thức PÓ -- QR =— PR, nhưng 
nói chung thì: 
(OSQP) + (OSRQ) z (OSPR) 
Trái lại, một đẳng thức khác sẽ đúng: 
(OSQP) . (OSRQ) — (OSPR) ; (Œ) 


Thực vậy: 
| | _ (Q0 _ PO) (RO ,Q0)_ 
(OSQP). (OSRQ) = ' 5G t Í'ns R§ 051” 


_ ĐÓ . PO 
——:——=(OSRP 
”RS _ÐS ( "ã 


S 
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Tinh chất (1) cho phép ta định nghĩa « khoảng cách » 
PQ là logarit của tk số kép (mà không phải là bắn thân 
ii số kép đó) với mục đích bảo đảm sự cộng tính của 
khoảng cách: DQ = «khoảng cách ›® phi Ơclid PQ = 
log(OSQOP). « Khoảng cách» này là số đương bởi vì khi 
P s- Q thì (OSOP) > 1. 


1. Từ tính chất cơ bẩn của Logarit và (1) suy ra 
PO -L QR = PR. Chọn cơ số nào của logarit là không 
quan trọng bởi vì khi thay đồi cơ số ta chỉ thay đồi 
đơn vị của phép đo. Mặt khác, nếu một điềm (Q chẳng 
hạn) dần tới đường tròn thì khoảng cách phi Ơclid PQ 
sẽ tăng lên vô hạn. Điều này có nghĩa là « đường thẳng» 
trong mô hình phi Ơclid của ta sể có «độ dài» phi 
Ơclid vô hạn, tuy rằng với ý nghĩa Ơclid thì nó là một 
đoạn hữu hạn. 


3. Hình học và thực tại. Mô hình của Klê¡in chứng tỏ 
rằng hình học hypebolic là một cấu trúc suy diễn hình 
thức phi mâu thuẫn cũng như hình học Ơclid cồ điền. 
_, Một vấn đề nảy ra: nếu đề oập đến sự mô tả các quan 
hệ hình học có trong thế giới vật lý thì phải ưa thích 
thứ hình học nào trong hai hình học đó? Như ta đã 
nhấn mạnh, thực nghiệm tuyệt nhiên không thể giải 
quyết được vấn đề qua một điềm cho trước chỉ vẽ được 
một đường thẳng song song với đường thẳng cho trước 
hay là có thề vẽ được vô số. Song, trong hình học Ơc- 
lid thì tồng các góc trong tain giác là 1809, nhưng trong 
hình học hypebolic có thể chứng minh tồng đó nhỏ 
hơn 180%. Gaux đã nghiên cứu bằng thực nghiệm vấn 
đề: với quan điềm vật lý thì tồng các góc của một tam 
giác sẽ như thế nào. Ông đã đo rất cần thận các góc 
của tam giác tạo thành bởi ba đỉnh núi khá xa nhau, 
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trong khuôn khồ của các sai số có thê dược của phép 
đo thì tồng các góc bằng 1809, Nếu kết quả là nhỏ hơn 
1809 rõ rệt thì từ đó có thê suy ra hình học hypebolie 
phù hợp hơn với việc mô tả thế giởi bên ngoài. Song 
thưc nghiệm đã không giải quyết vấn đề gi, bởi vì dối 
với những tam giác không lởn có các cạnh dài khoảng 
vài hải lý thì sự sai khác so với 180° mà hình học hy- 
pebolie đã tiên đoán vẫn nhỏ đến nỗi các dụng cụ của 
Gaux không ?hề phát hiện ra được. Như vậy, tuy không 
cho những kết ‹q ¡á quyết định, thực nghiệm cũng chứng 
tỏ rằnz hìoh học Ơclid và hypebolie chỉ khác nhau 
trong những phần không gian rộng lớn, đối vời những 
hình tương đối nhỏ thì về mặt thực tiến chúng đều 
tiện dùng như nhat. Bởi thế, nếu chỉ xét đến những 
tính chất địa phương của không gian thì việc lựa chọn 
giữa hai thứ hình nhọc chỉ cần theo nguyên tắc đơn 
giản. Nhưng vì làm việc vỏi hình học Ơclid đẻ hơn 
nhiều so với hình học hypeboiic, cho nên ta sẽ dùng 
hình học Ơclid trong khi xét đến những khoảng cách 
không lớn (khoảng vài triệu hải lý). Nhưng không có cơ 
sở đề hy vọng rằng nó là thích hợp khi mô tả thế giới 
vật lý trong toàn bộ với toàn bộ không gian rộng lớn 
của nó. Vị trí của sự vật trong hình học cũng hoàn toàn 
như vị trí của nó trong vật lý, ở đấy các hệ thống Niu- 
tơn và Anhxtanh cho các kết quả giống nhau với những 
khoảng cách và tốc độ nhỏ, nhưng lại sai khác nhau 
khi xét đến các đại lượng lớn. 


M4 nghĩa khoa học — cách mạng Của sự phát mình 
hình học phi Ơclid là ở chỗ nó đã xóa bỏ quan niệm 
về tiên đề Ơclid như là một sơ đồ toán học bất di bất 
dịch phù hợp với tri thức thực nghiệm của chúng ta về 
thực tại vật lý, 
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4. Mô hình Poăng Care. Nhà toán học nhìn thấy « hình 
học » trong mọi hệ tiên đề phi mâu thuẫn một cách tủy 
ỷ, các tiên đề nói về những điềm», «những đường 
thẳng » v.v..„ nhưng những công trình nghiên cứu của 
ông ta sẽ chỉ có ích cho vật lý học trong trường hợp 
hệ tiên đề của ông ta phủ hợp với hành vi của các sự 
vật vật lý trong thế giới thực tại. Dày giờ, với quan 
diềm này, ta muốn làm rõ ỷ nghĩa của khẳng định : 
« ảnh sáng truyền theo đường thẳng », Nếu trong khẳng 
định này có chứa một định nghĩa oát lý học của « đường 
thẳng » thì phải lựa chọn một hệ tiên đề hình học sao 
cho phù hợp với hành vi của các tia sáng. Theo Poăng- 
Carc, ta hình dung thế giới gồm phần bên trong của 
hình tròn C và, ở mọi điềm tốc độ của ánh sáng tỉ lệ 
với khoảng cách từ điểm đó tới đường tròn, Khi đó, 
có thề chứng mình rằng ảnh sảng được truyền theo 
raột cung tròn vuông góc với đường tròn C. Trong một 
thế giới như vậy thì các tỉnh chất hình học của « những 
đường thẳng » (được xác định như những tia sáng) sẽ 
khác với những tính chất của 
các đường thắng Ơclid. Đặc 
biệt, sẽ không có tiên đề song 
song Ơclid bởi vì có một tập 
hợp vô số «đường thẳng › đi 
qua một điềm cho trước và 
không cắt một « đường thẳng 2 
cho trước. Có thể nhận thấy 
điềm» và cđường thẳng » 
trong thế giời đang mô tả có H. 112. Mó hình phí 
những tính chất giống như Ớclid của Poăng Carê 
qđiêm» và «đường thẳng» 
tros¿+ mô hình Klêin. Nói cách khác, ta đã thủ được một 
mô hình mới của hình học hypebolic. Tuy nhiên, vẫn 
có thể áp dụng hình học Ởclid trong thế giới này : bây 
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giờ ta suy ra rắng những tia sáng sẽ không phải là 
«các đường thẳng phi ỚƠclid ›, mà được truyền theo các 
hình tròn vuông góc với đường tròn C. Như vậy, có thề 
mô tả cùng một tình huống vật lý bằng những hệ thống 
hình học khác nhau nếu giả thiết các sự vật vật lý 
(trong trường hợp này là các tia sáng) liên kết với các 
khái niệm khác nhau trong hệ thống đó: 


Tia sảng —> s đường thẳng » — hình học hypebolie 
Tia sáng —> s đường tròn» — hình học Ơclid 


Vì trong hình học Ơclid, khái niệm đường thẳng 
tương ứng với hành vi của tia sáng trong môi trường 
đồng chất, cho nên trong việc mô tả thế giời, nếu nói 
rằng hình học bên trong C là hypebolic thì cũng tức là 
khẳng định rằng các tính chất vật lý của tia sáng trong 
thế giới dó giống như các tính chất của « dường thẳng 
trong hình học hypebolic mà thôi. 


5. Hinh họe eliptie hoặc hình học Riman, Hình học 
Ơclid cũng như hình học hypebolie của Bôliai — Loba- 
sepxki thửa nhận một cách thầm lặng mọi đường thẳng 
là vô hạn (tinh vô hạn của đường thẳng có liên quan 
thực sự với quan hệ sở giữa » và với các tiên đề về thứ 
tr). Nhưng sau khi hình học hypebolic mở đường 
cho việc xây dựng hình học một cách tự do thì tất 
nhiên nảy ra vấn đề, có thể tiến hành xây dựng những 
hình học phi Ơclid trong đó đường thẳng là hữu hạn 
và đóng kin được hay không. Tất nhiên, trong những 
hình học như vậy thì không phải chỉ có tiên đề song song 
mà cả các tiên đề về thứ tự cũng mất hiệu lực. Các còng 
trình nghiên cứu biện tại đã làm rõ ÿ nghĩa của những 
hình học này đối với các lý thuyết vật lý mới nhất, Lần 
đầu tiên, những hình học như vậy đã được phân tích 
trong diễn văn của Riman năm 1851 khi bắt đầu nhận 
nhiệm vụ phó giáo sư trường đại học Gottingen. Có 
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thể xây dựng hình học với các đường thẳng hữu han 
đóng kín mà khỏòng gặp màu thuẫn nào. Ta hãy hình 
dung một thế giới hai chiều gồm một mặt cầu Š, trong 
đó ta qui ước hiều «đường thẳng» là những đường 
tròn lớn của mặt cầu. Đó là phương pháp mô tả «thế 
giới » tự nhiên nhất của những người đi biền: những 
đường tròn lớn này là những đường cong ngắn nhất 
nối hai điềm trẻn mặt cầu; đỏ cũng là tính chất đặc 
trưng của các đường thẳng trên mặt phẳng. Trong thế 
giới hai chiều đang xét hai « đường thẳng › bấ( kỳ đều 
cắt nhau, tức là từ một điềm ở 
ngoài không thê dựng « đường 
thẳng » nào không cắt « đường 
thẳng »-cho trước (tức là song 
song với nó), Hình học của các 
« đường thẳng » trong thế giới 
này được gọi là hình học cHipftc. 
Khoảng cách giữa hai điềm 
trong hình học này được do 
bằng độ dài cung ngắn nhất 
của đường tròn lớn đi qua các  H: 113. *Các đường thẳng" 
điềm đã cho, Góe thì được đo - trong hình học Riman. 
nhtr trong hình học Ớclid. Ta 

coi tính chất đặc trưng nhất của hình học eliptic là sự 
không tồn tại những đường song song. Theo Riman, 
ta có thể mở rộng hình học này như sau, Ta xét « một 
thế giới » gồm một mặt cong nào đó trong không gian 
(không bắt buộc là mặt cầu) và định nghĩa đường thẳng 
đi qua hai điềm là đường cong ngắn nhất (dường cong 
«địa vật lý») nối hai điềm đó. Có thể chia các điềm 
của mặt thành hai lớp: lớp thử nhất gồm các điềm mà 
trong lân cận của chúng thì mặt là tương tự như mặt 
cầu với ý nghĩa là nó nẫm ở một phia đối với tiếp diện 
tại điềm đó; lớp thứ hai gồm những điển mà trong 
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lân cận của chúng thì mặt có hình yên ngựa (nằm về 
hai phía đối với tiếp diện), Các điểm thuộc lớp thứ 
nhất được gọi là các điềm eliptic của mặt với lý do 
trong phép tịnh tiến song song không lớn của tiếp diện thì 
nó cắt mặt theo một đường cong có dạng một elip; 
các điềm thuộc lớp thứ bai có tên là các điểm hypebo- 
lic bởi vì trong phép tịnh tiến tương tự thì tiếp diện 
cắt mặt theo một đường cong có dạng hypebolic. Hình 
học của các «đường thẳng » dịa vật lý trong lân cận 
các điềm của mặt là hình học eliptic hay hypebolic là 
tùy theo bản thân điềm đó là elip hay hypebolic. Trên 
mô hình này của hình học phi Ợclid thì góc vẫn được 
đo như trong hình học ƠclHid thông thường. 


Tư tưởng trên đã được Riman phát triển. xa hơn: 
Ông đã xét những hình học của không gian tương tự 
như hình học của các mặt vừa phân tích ở trên. Theo 
Riman, (độ cong» của không gian thay đổi từ điềm 
này qua điểm khác sẽ xác định đặc tính của hình học 
| ở lân cận điềm đó. Đối với 
Riman không gian trong lý 
thuyết tương đối tồng quảt 
của Anhxtanh là hình học 
Riman; ánh sáng được 
truyền theo các đường địa 
vật lý, độ cong của không 
gian tại mỗi điểm được xác 
định phụ thuộc vào các 
H. 114. Điểm elipties tỉnh chất của vật chất trong 

lân cận các điềm đó. 


Nảy sinh từ những khảo sát có tính chất thuần túy 
tiên đề, ngày nay hình học phi Ợclid đã trở thành một 
công cụ cực kỳ có ích đối với những áp dụng khác 
nhau trong việc nghiên cứu thực tại vật lý. Trong lý 
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in yết trơng đối, trong quang lọc, trong lý thuyết giao 
động tông quát thì việc mô tả phí clid các hiện tượng, 
trong nhiều trường hợp, tỏ ra thích hợp bơn với thực 
tại vật ly so với cách mô tả Ơclid. 





HH. 115. Điềm hypebolie‹ 


PHỤ LLC 


HÌNH HỌC TRONG CÁC KHÔNG GIAN NHIỀU CHIỀU 


1. Mở đầu. Kbông gian « thực tại» — môi trường của 
thỉ nghiệm vật lý — có ba chiều, mặt phẳng có hai 
chiêu, đường thẳng có một chiều. Trực giác không gian 
của chúng ta, biểu theo nghĩa thông thường, giới hạn 
bởi ba chziền, không phát triền được xa hơn. Song 
trong nhiều trường hợp, ta có thể nói về «các không 
gian » có bốn hoặc nhiều chiều hơn. Ta nói về không 
gian n chiều (n > 3) với ý nghĩa nào và những không 
gian như vậy có ích gì? Chỉ có thề giải đáp nếu dứng 
trên quan điểm giải tích hoặc quan điềm hình học. Chỉ 
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có thề xem xét thuật ngữ không gian n— chiều như 
một ngôn nz¿ữ ần dụ dùng để biểu thị các tư tưởng 
toán học nằm ngoài giới hạn của trực giác hình học 
thỏng thường. 

2. Cách xử lý giải tích. Chúng tôi đã có dịp lưu ý 
bạn đọc về sự thay đổi vai trò của hình học giải tích 
diễn ra trong suốt quá trình phát triền của nó. Lúc đầu 
thì điềm, đường thẳng, đường cong v.v... được Xem 
như các sự vật hình học thuần túy và nhiệm vụ của 
hình học giải tích vẻền vẹn chỉ là cho ứng các sự vật đỏ 
với các tọa độ hoặc các phương trình đề thể hiện và 
phát triền xa hơn một lý thuyết hình học bằng các 
phương pháp đại số hoặc giải tích. Dần dần, một quan 
điềm đối lập được xác nhận. Số x hoặc cặp sỐ x, Yy 
hoặc bộ ba số x, y, z được xem như các sự vật ban 
đầu cơ bản, sau đó những sy vật giải tích này được 
«cụ thề hóa», hoặc nói đúng hơn «trực quan hóa › dưới 
dạng các điềm trên đường thẳng, trên mặt phẳng, trong 
không gian, Bây giờ thì ngôn ngữ hình học đã được 
dùng đề xác nhận sự tồn tại của những quan hệ này 
hay quan hệ khác giữa các số. Ở đây, ta tước bỏ di ý 
nghĩa độc lập của các sự vật hình học và nói rằng cặp 
số x, y là một điềm trên mặt phẳng, tập bợp tất cả các 
cặp x, y thỏa mẩn phương trình tuyến tính L(X, y) = 
= aX -+- by + c—0(a, b, c là những số không đôi chơ 
trước) ik một đường thẳng v.v... Đối với không gian ba 
chiều thì những định nghĩa như vậy cũng được xác lập. 

Thậm chí, trong trường hợp ta nghiên cửu một vấn 
đề riêng của đại số, ngôn ngữ hình học thường tỏ ra 
rất thuận tiện đề mô tả ngắn gọn và hoàn toàn chính 
xác các sự kiện và, trực giác hình học bắt đầu hoạt 
động gợi cho những qui trình đại số đúng đắn. Chẳng 
hạn, khi giải hệ ba phương trình tuyến tính với ba ần 
SỐ X, VY, Z 
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ta giải thích bằng hình học bài toán và nói rằng cần 
tìm trong không gian ba chiều R; giao điềm của ba mặt 
phẳng cho bởi các phương trình L = 0,L'— 0, L*' =0 
Một thí dụ khác: khi xét tất cả các cặp số x, y sao cho 
x > 0,ta nói rằng ta xét nửa mặt phẳng bên phải trục 
y. Trong trường hợp tồng quát hơn, tập hợp các cặp số 
x, y thỏa mãn bất đẳng thức: 


lÁx, y) = ax + by + c >0, 
được thể hiện như một nửa mặt phẳng nằm về một 
phía của đường thẳng L = 0, còn tập hợp những bộ 
ba sỐ x¿ y, z sao cho L(x, y, z)=—= ax -+ by + €z +- d>>U 
được xem như «nửa không gian» xác định bởi mặt 
phẳng L = 0. 


San những thuyết minh này ta chuyền sang không 
gian «bốn chiều » hoặc thậm chỉ «n chiều » một cách 
dễ dàng. Ta xét một bộ bốn điềm x, y, z, t.Ta nói rằng 
một bộ bốn như vậy là một điềm trong không gian bốn 
chiều R,. Nói chung, theo định nghĩa thì một điềm của 
không gian n chiều R, không có gì khác chính là một 
hệ thống gồm n số thực X¿, Xạ,..., xạ, được viết theo một 
thứ tự xác định. Ta không thề nhìn thấy được điềm đó, 
điều này không quan trọng. Ngôn ngữ hình học vẫn 
hoàn toàn đễ hiểu trong trường hợp đề cập đến các 
tính chất đại số của n biến số. Thực ra, nhiều tính chất 
đại số của các phương trình tuyển tính hoàn toàn 
không phụ thuộc vào số các biến số đưa vào hoặc, như 
ta thường nói, không phụ thuộc vào thứ nguyên của 
không gian những biến đó. Bởi thế, ta sẽ gọi «siêu 
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phẳng › là tập hợp tất cả các diễm xị, X¿..., Xạ trong 
không gian ò — chiều thỏa mïn phương trinh tuyến 
tỉnh : 
L(X+, Xa se” Xụ) = A¡Xị -E- 8e: -È .. + R8aXa, EcOb= 0 
Cũng như vậy, bài toán đại số cơ bản giải hệ n phương 

trình tuyến tính n ần: 

[1 (X\y Xas-‹.› Ấn) 0 

Lạ(Xị, X2scce› xn) 0 


l 


\ La (Xà; Soyøa X, ) = 0 

được giải thích bằng ngôn ngữ hình họclà việc tìm giao 
điềm của n siêu phẳng EL¡ = 0, Lạ = 0,..,L¿ =0. 

nu điềm của phương pháp mô là các sự kiện loán học 
bằng hình học là nó nêu bái được mội số trạng thái của 
đặc trưng đại số không phụ thuộc ào số thứ nguyên n 
0a thề hiện dược mới cách trực quan trong trường hợp 
mn‹ < 3. Troitg nhiều ứng dụng, việc dùng các thuật ngữ 
hinh bọc cẽng có ưu điềm ngắn cọn, đồng thời làm cho 
những lập liận của giải tích được đễ đànø, có khi chỉ 
đạo và hướng những lập luận đó về phía cần thiết. Một 
lần nữa lý thuyết tương đối lại được dẫn ra với tư 
cách một thi dụ về một lĩnh vực mà trong đó đã đạt 
được mật thành quả quan trọng do việc kết hợp được 
ba lọa độ không gian x, y,„ 2 và tọa độ thời gian t của 
mật «sự kiện » trong một «đa tạp bốn chiều không 
gian — tiiời gian». Bỡi vậv, nếu buộc «không gian — 
thời giaa » phục tùng sơ đồ giải tích đó và gán cho nó 
những tỉnh chất của hình học phi Ơclid, ta có thê mô 
tả nhiều tình huống khá phức tạp bằng một cách đơn 
giản lạ thường, Những không gian n — chiều trong cơ 
học, tronz vậ( lý thống kê, nếu như không nói ngay 
trong bản thân toán học, đã tổra có Ích biết chừng nào. 
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Ta nêu thêm những thi dụ thuần túy toán học. lập 
hợp tất cả các hình tròn trên một mặt phẳng tạo nên 
một đa tạp ba chiều, bởi vì hình tròn tảm x, y bán kính 
t có thề được biều thị bởi một điềm có tọa độ x, y, t, 
Vì bản kính hình tròn là một số dương cho nên tập hợp 
các điềm đang xét lấp đầy nửa không gian. Cũng vậy» 
tập hợp tết cả các hình cầu trong không gian ba chiều 
thông thường tạo nên một đa tạp bốn chiều, bởi vì mỗi 
hình cầu tâm x, y, z bán kinh t có thê được biểu thị 
bởi một điềm có tọa độ x, y, z, t. Hình lập phương ' 
trong không gian ba chiều có tâm ở gốc tọa độ, có các 
cạnh dài 2 và có các mặt song song với các mặt phẳng 
tọa độ sẽ chứa tập hợp tất cả các điềm xị, Xạ, X; SAO 
cho | x; | <1,]x¿| <1, lx;|< 1 Củng vậy, ciập 
phương» trong không gian n chiều l„ có tâm ở gốc tọa 
độ, có «các cạnh » dài 2 và các mặt song song với các 
mặt phẳng tọa độ được định nghĩa như một tập hợp 
các điềm xạ, x;;..., xạ sao cho đồng thời có các bất đẳng 
thức | xị | << 1, | x;¿ | < Ì,...; | Xa | << 1. Mặt» của lập 
phương như thế bao gồm tất cả các điềm sao cho Ít 
nhất một trong các hệ thức đã cho đó có dấu đẳng 
thức, Các yếu tố có thử nguyên n - 2trên bề mặt gồm 
các điểm mà ít nhất dấu đẳng thức cỏ hai lần. 

°® 3. Cách xử lý hình học hoặc tò hợp. Dù rắng cách 
xử lý giải tích đối với hình học n — chiều là cực kỳ 
đơn ,giần và thuận tiện cho nhiều ứng dụng, ta vẫn 
phải nhắc đến một phương pháp khác có tính chất 
hình học thuần túy. Nó dựa trên việc qui n — chiều 
đã cho về (n — 1) chiều và mở ra khả năng định nghĩa 
hình học nhiều chiều bằng qui nạp toán học. 

Ta bắt dầu từ việc xét chu tuyến của tam giác ADC 
trong hai phép đo. Cắt nó ở điềm C rềi quay các cạnh 
ÁC và BC theo thứ tự xung quanh Á và B, ta sẽ kéo 
chu tuyến thành một đoạn thẳng (H. 116), trong đó 
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điềm C có mặt hai lần. Hình một chiêu thu được cho 
ta một biền tượn,¿về chu tuyến của tam giác hai chiều. 
Gấp hình tại các diễm A và B và cho hai điềm C trùng 
nhau, ta dựng lai được tam giác. Điều quan trọng là 
hoàn toàn không cần gấp hình. Chỉ cần qui trớc rang, 


4 
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H. 1l16. Xác định tam giác théo các cạnh có múi tiếp nhaun- 


ta sẽ cđồng nhất hỏa» (tức là không phân biệt) hai 
điềm C€ dù rằng hai điềm đó không trùng nhau theo 
nghĩa thông thường. Còn có thê làm như sau : cũng cẮt 
hình ở các điểm A và B, ta được ba đoạn thẳng CA, 
AB, BC mà khi cần có thề sắp xếp đề khôi phục lại 
tam giác ABC «chân thực» trong đó các cặp điềm đã 
đồng nhất hóa sẽ trùng với nhau. Tư tưởng đồng nhất 
hóa những điềm khác nhau trong một tập hợp các đoạn 
thẳng cho trước đề có thể từ những đoạn thẳng đó. 
dựng nên chu tuyến của một đa giác (ở đây là tam 
giác) trong thực tiễn có khi tổ ra rất có lợi. Nếu phải 
chuyền đi một bộ các thanh kim loại, bộ dầm cầu 
cbẳng hạn, tốt nhất là ta bó những thanh đã tháo rời 
với nhau, đảnh dấu những đầu mút phải lắp lại bằng 
những dấn giống nhau. Tập hợp các thanh với các đầu 
mút đánh dấu như vậy hoàn toàn trơng đương với một 
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cấu trúc không gian. Điều lưu ý trên gợi ý ta cách 
«tháo đỡ » một đa diện bai chiều ở trong không gian 
ba chiều bằng cách thay nó bởi các hình có thử nguyên 
thấp hơn. Chẳng hạn, ta lấy mặt của lập phương (H. 
117). Bây giờ có thề qui nó về một hệ thống có sáu 
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H. 117. Xác định hình lặp phương theo các cạnh 
và các đỉnh tiếp nhau. 


hình vuông, cạnh của chủng được dồng nhất hóa một 
cách thích hợp; bước tiếp theo sẽ là việc thay thế hệ 
thống hình vuông này bằng 12 đoạn thẳng có các mú‡ 
đä được đồng nhất hóa một cách thích hợp. 


Nói chung, một da diện bất kỳ trong không gian ba 
chiều R; sẽ được qui theo cách như vậy thành một hệ 
thống các đa giác phẳng hoặc thành một hệ thống các 
đoạn thẳng. 


Bây giờ thì rổ ràng ta có thề quay trở lại quá trình lập 
luận của chúng ta bằng cách định nghĩa đa giác trên mặt 
phẳng nhờ một hệ thống các đoạn thẳng và định nghĩa 
khối da diện trong không gian R; bằng hệ thống các 
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đa giác trong R„ nếu tiếp tục giảm thì lại có thể 
định nghĩa nó nhờ các đoạn thẳng, thế thì hoàn 
toàn tư nhiên ta có thề định nghĩa «khối đa diện? 
trong không gian bốn chiều R„ nhờ một hệ thống các 
khối đa diện trong R;y với một sự đồng nhất hóa các 
mặt hai chiều một cách thích hợp; «khối đa diện » 
trong Rz được định nghĩa qua các « khối đa diện » (rong 
R, v.v... Rút cục thì mọi « khối đa diện » trong H„ được 
qui về một hệ thống các đoạn thẳng. 

Chúng ta không có điều kiện dừng lại đề nghiên cứu 
chỉ tiết hơn vấn đề này. Ta chỉ bồ sung thêm một số 
chú ý mà không dẫn ra các chứng miỉnh. « Lập phương » 
trong R¿ được giới hạn bởi § lập phương ba chiều, 
mỗi hình lập phương có các mặt hai chiều, đồng nhất 
với các lập phương «kê» với chúng. Một lập phương 
như vậy sẽ có 16 đỉnh, ở mỗi đỉnh có bốn cạnh, số 
cạnh tồng cộng là 32. Trong R, có sáu khối đa diện đều. 
Ngoài « lập phương ›» ra còn có một khối đa diện giới 
hạn bởi 5 khối tử diện đều, một khối đa diện giới hạn 
bởi 16 khối tứ diện đều, một giới hạn bởi 24 bát diện 
đền, một giới hạn bởi 120 thập nhị diện đều và một nữa 
giới hạn bởi 600 tứ diện đều. Người ta đã chứng minh 
rằng trong R„ khi n > 4, chỉ có 3 khối đa diện đều, 
một có n + 1 đỉnh, giới hạn bởi n -+ 1 khối đa diện 
trong H;_¡, có mặt (n — 2) chiều; một có 2" đỉnh giới 
hạn bởi 2n khối đa diện trong R_„ „ có 2n— 2 mặt 
(an ~ 2) — chiều; một có 2n đỉnh giởi hạn bởi 2" khối 
đa diện trong R„_¡ có n mặt (n — 2) chiều. 

Với quan điềm cấu trúc hoặc «tồ hợp » thì các hình 
hình học đơn giản nhất 0, 1, 2, 3 chiều theo thứ tự là 
điềm, đoạn thẳng, tam giác, tứ diện. Đề thống nhất 
cách ký hiệu, ta biều thị các hình đó theo thứ tự là Tạ, 
Tụ, lạ, T; (các chỉ số là thứ nguyên). Cấu trúc của mỗi 
hình có đặc trưng là mỗi hình loại T„ có n-_ 1 đỉnh và 
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mỗi tập con gồmn ¡ -+- 1 đỉna zủa một bình loại Tạ 
( = Ú,1;.... 8) sẽ xác định một hình nào đó loại T\. 
Ihí dụ, tử điện ba ch:ều T; có 4 đỉnh, 6 cạnh và 4 mặt, 
la định nghĩa stử diện › bốn chiều là tập hợp gồm 5 
đỉnh, trong đó mỗi tập con gồm 4 đỉnh sẽ tạo nên một 
hình loại T;, mỗi tập con gồm 3 dỉnh tạo nên một 
hình loại Tạ v.v... Một hình loại T, dược thê hiện bằng 
sơ đồ trên H. 118; ta thầy nó có 5 đỉnh, #0 cạnh, ‡O 
mặt tam giác và 5 tử diện, 

Không có khó khăn gì khi khái quát cho trường hợp 
n chiều. Từ lý thuyết tồ hợp ta biết có đúng C†— ¬ 

r—i 
tập con khác nhau gồm ¡ sự vật được cấu thành từ 
một tập hợp r sự vật, Cho nên «tử diện» n chiều sẽ 
có Ô¡"†!= n -+- Í đỉnh (của các hình loại T,), 


CạP+1 — 1 Di. cạnh (của các hình loại Tị) 
2(n— 1)! 


C."11 — TT tam giác (các hình loại Tạ» 
n— 


-.Ô,"+1 — {n + ĐÌ, các hình loại Tạ, 
4Tf(n—3)l 


“Sse®eoe.© 


Cñ3yi=— 1 hình loại T; 


đo 


H. 118. Các yếu tố đơn giản nhất trong 1, 2, 3, 1 shiÈa- 


ở; 


140 


http://tieulun.hopto.org 


CHƯƠNG V 


TÔPÔ 


MỞ ĐẦU 


Vào giữa thế kỷ XIX đã phát sinh một trào lưu hoàn 
toàn mới trong hình học, sau này trở thành một trong 
những động lực chính của toán học hiện đại. Đối tượng 
của ngành mới — gọi là tôpô (hoặc analysis situs) — 
là các tính chất của các hình hình học được bảo toàn 
khi các hình đó chịu tác dụng của những biến đồi hình 
học làm mất tất cả các tính chất métric và xạ ảnh 
của chúng. 

Một trong những nhà hình học vĩ đại thời ấy là 
A.E., Miôbiux (1790 — 1868), do tính quá khiêm nhường 
mà đã không đạt được may mẫn trên con đường công 
danh khoa học: ông chỉ là một nhà thiên văn học làm 
việc trong một đài quan sát hạng xoàng của người Đức. 
Năm 68 tuôi, ông đã trình lên viện hàn lâm Pari tập 
hồi ký về các mặt « một phía » ghi lại những sự kiện 
tuyệt vời nhất trong ngành hình học mới. Cững như 
nhiều công trình khoa học quan trọng khác, bản thảo 
của ông dã bị vứt lăn lóc nhiều năm trên giá sách của 
viện hàn lâm cho đến khi nó được bản thân tác giả 
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công bố. Độc lập với Miòbiux, nhà thiên văn Gơttingen 
1.Lixting (1808 — 1882) đã có những phát minh tương 
tự và nhờ sự giúp đỡ của Gaux, năm 184? ông đã xuất 
bản cuốn sách nhỏ « Vorstudien zur Topologie »@) Khi 
Bergard /tưnan (1826 — 1866) đến Gơttingen đề học 
đại học ở đó thì bầu không khí toán học của thành 
phố đại học này đã tràn đầy tính hiếu kỳ đối với các 
tư tưởng hình học mới lạ. Ông nhanh chóng nhận 
thức ^ược cần phải tìm ra giải đáp về những tính chất 
sâu sắc nhất của hàm số giải tích biến số phức ngay 
trong những tư tưởng đó. Vị tất sự phát triỀền sau này 
eủa tòpô đã chju ơn một cái gì đó ở mức độ cao như 
đối với lý thuyết hàm số Iiiman mà trong đó những 
khải niệm tôpô có ý nghĩa cơ sở nhất, 


Buồi đầu, tính đặc thù của những phương pháp 
thích hợp với ngành học mởi đã làm trở ngại cho việc 
trình bày những kết quả thu được ở đây dưới hình 
thức suy diễn truyền thống và mẫu mực của hình học ' 
®ơ cấp, 


Nhưng sự việc xảy ra có phần khác. Chẳng hạn như 
Poăng Care, khi dũng cảm tiến lên phía trước, đã buộc 
phải dựa hẳn vào trực giác hình học. 


Ngày nay các nhà nghiên cửu tôpô cũng cảm thấy rõ 
ràng nếu quá chú ý đến tỉnh hoàn hảo về hình thức thì 
nội dung hình học sẽ bị coi nhẹ và sẽ bị chìm đắm 
vào những chỉ tiết. Dù sao chăng nữa, cũng phải xem 
là một thành tựu đặc biệt, tình hình mà các công trình 
gần đây nhất về tôpô đã thâu tóm ngành hình học này 
trong phạm vi của các ngành toán học được xây dựng 
một cách hoàn toàn chặt chẽ. Đối với họ, trực giác là 


(1) Tiếng Đức, nghĩa là * Khảo cứu đầu tiên về tôpo*(N.D). 
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nguồn gốc nhưng khôỏngz phải là tiêu chuẩn cuối cùng 
của chân lý. Tùy theo sự phát triềên của quả trìuhb hình 
thức hóa tòpô, bắt đầu từ L.E. Hraue, %ỷ trọng của 
tôpô so với toán học nói chung liện tục áăng, Các nhà 
toán học Mỹ, đặc biệt O.Vêblen, D.AIcxanđơ và X. 
Lephsetx đã đạt được những thành' tựu quan trợng theo 
hưởng đã nêu, 

Tuy có thê gọi chắc chắn tôpô là sản phầm của thế 
kỷ này nhưng vẫn phải nhấn mạnh rằng, từ rất sớm, 
đã có những phát minh có quan hệ gần gũi với tôpô, 
nếu xét nó trong hệ thống các kiến thức toán học hiện 
đại. Trong số đó thì điều vĩ đạt nhất là việc xác lập 
công thức liên hệ số đỉnh, số cạnh và số mặt của mhột 
khối đa diện đơn giản: nó đã dược Đêcac phát hiện 
năm 1640, sau đó đã được Ơile phát hiện lại và dùng 
năm 1752; những nét đặc trưng của khẳng định tôpô 
trong còng thức này đã trở nẻn rất hiền nhiên khi mà 
về sau này, Poăng Carê đã nhận ra một trong những 
định lý trung tàm của tôpô ở trong « công thức ƠIle » và 
những công thức mơ rộng của nó. Vậy thì, do nguyên 
nhân lịch sử và trật tự nội tại, chúng ta sẽ bắt đầu làm 
quen với tôpô qua công thức ỢIe. Bởi vì trong những 
bước đầu đi vào một lĩnh vực chưa quen biết thì sự 
chặt chế hoàn hảo là chưa bắt buộc và chưa cần thiết, 
cho nên có khi chúng tỏi không do dự mà viện đến 
trực giác của bạn đọc. 


§ 1. CÔNG THÚC ƠLE ĐỐI VỚI CÁC KHỐI ĐA DIỆN 


Tuy rằng trong hình học cỗ xưa, việc nghiên cửu 
các khối đa diện chiếm vị trí trung tâm, nhưng chỉ có 
Đécac và Ơle mới phát hiện được mệnh đề sau đây: 
Nếu Và số đỉnh của một khối đa diện đơn giản, 
E là số cạnh, F là số mặt thì 
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V~£ +F =ở @) 
Ơ đây ta hiều khói đa 
diện là một vật thề mà 
mắt của nó gồm một số. 
hữu hạn các mặt có 
hình đa giác. Trong các: 


khối đa diện đều thì 

mọi đa giác đều bằng 

nhau và mọi góc phẳng 
"ở đỉnh đều bằng nhau. 

Khối đa diện gọi là đơn 


giản nếu không có 
những lỗ thủng »› đề 
cho sau một biến dạng 
liên tục thì mặt của nỏ có 
thể biến dồi thành mặt 
cầu. Trên H. 120 có vẽ: 
một khối đa diện đơn. 





' 
h 
k. 


*““m.“Ẳ 





H‹ 120. Khối đa điện đơn H. 121. Khối đa diện không 


giản V-E+tF=9—-18 + đợn giản : 
tr 11 = 2. Y — E+F=16-32 + 160. 
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giản không phải là khối đa điện đều; trên H. 121 có về 
một khối đa diện không phải là đa điện đơn giản. Đề 
nghị ban đọc kiềm tra lại công thức Ơle đối với các 
khối đa diện vẽ trén H, 119 và H. 120 và chứng tỏ rằng 
công thức đó không đúng với khối đa diện trên H. 121. 

Đề chứng minh định lý Ơle, ta hình dung khối đa 
.điện của ta là rồng, các mặt của nó làm bằng cao su 
mỏng. Thế thì, sau khi cắt bỏ đi một mặt, ta có thể 
biến dạng phần mặt còn lại sao cho phần này được 
trải trên mặt phẳng. Tất nhiên, lúc này các mặt của 
khối đa diện và các góc xen giữa các cạnh đều chịu 
sự biến đồi lớn. Song « mạng lưới » bao gồm các đỉnh 
và các cạnh nắm trên mặt phẳng sẽ có cùng số đỉnh 
và số cạnh như khối da diện ban đầu, còn số mặt thì 
bớt đi một, bởi vì một mặt đã bị cắt bỏ đi. Bây giờ, 
ta sẽ chứng minh rằng đối với mạng lưới phẳng vừa 
thu được thì dẳắng thức V — E-+-F = 1 được nghiệm 
đúng; sau khi thêm vào đỏ mặt đã cắt bề đi thì đẳng 
thức V —E-TF = 2 là đúng với khối đa diện ban đần. 

Trước hết, ta sẽ «tam giác hóa » mạng lưới phẳng 
như sau. Nếu trong mạng lưởi có các đa giác với số 
góc lớn hơn ba, ta chọn lấy một trong các đa giác đó, 
rồi về một đường chéo bất kỳ của nó. Kết quả, mỗi số 


đg |LÍ. 


, + 
s «. 
cả cả 
« Lá 
+, Ầ 
+ « 
Z + 


H. 122. Chứng minh định lý Ơle 
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£ và F tăng thêm một đơn vị nhưng giá trị của biều 
thức V — E-+ F không thay đồi. Ta sẽ tiếp tục vẽ các 
đường chéo nối các cặp điểm (H. 122) cho đến khi 
mạng lưới chỉ gồm có những tam giác (đó là mục tiêu 
gần nhất của ta). Trong mạng đã tam giác đạc, đại 
lượng V — E + F có cùng một giá trị như trước khi 
thực hiện phép tam giác đạc, bởi vì việc về một đường 
chéo mới sẽ không làm thay đồi giá trị của đại lượng 
đó. Hơn nữa, một số tam giác sẽ có cạnh thuộc vào 
« biên » của mạng lưởi đã tam giác đạc. Một số trong 
chúng (ABC chẳng hạn) chỉ có một cạnh ở trên biên, 
một số khác có hai cạnh trên biên. Ta lấy một trong 
các tam giác « nằm trén biên» loại đó và tách khỏi nó 
tất cả những gì không thuộc vào một tam giác bất kỳ 
nào khác. Chẳng hạn, ta tách cạnh AC và bản thân bề 
mặt của tam giác ABC chỉ để lại các đỉnh A, B, C và 
các cạnh AB và BC, nhưng trong tam giác EDE thì lại 
tách bề mặt của nó, hai cạnh DF, EFE và đỉnh F, Khi 
« xỏa bỏ» những tam giác thuộc loại như tam giác ABC 
thì các số E_ và F sẽ giảm đi l, còn số V không thay 
đồi, do đó V —E + E cũng không thay đôi. Khi xóa bỗ 
những tam giác thuộc loại như tam giác EDF thì V giảm 
đi 1, E giảm di2 và F giảm đi 1, do đó V — E + F vẫn 
không thay đồi. Việc thực hiện liên tiếp các phép tách 
những tam giác «nằm trên biên » như vậy (mỗi lần 
tách như thế thi bản thân biên cũng thay đồi) rút cục 
_ sẽ dẫn đến một tam giác duy nhất, tất nhiên có ba cạnh, 
ba đỉnh và một mặt. Đối với mạng hoàn toàn đơn giản 
này thì V — E+ E3 —3-+ †=I.Nhưngta đã biết; 
khi tách mỗi tam giác ra khỏi mạng thì V — E--F không 
thay đổi, Tức là đối với mạng ban đầu thì VY —-E + F 
phải bằng 1; điều này cũng đúng với khối đa diện đã 
bị cắt đi một mặt mà từ đấy ta đã suy ra mạng lưới 
phẳng này. Do đó, đối với khối đa diện ban đầu (trước 
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khi cắt đi một mặt) thị đẳng thức V —~ E + F= 2là 
đúng. Ta đã hoàn thành việc chứng minh định. 
lý Ơic. 


Nhờ định lý Ơle ta có thề chứng minh dễ dàng sự tồn tại 
của không quá năm loại đa diện đều. Giả thử một khối đa 
điện đều có F mặt trong đó mỗi mặt là đa giác đều n — cạnh 
và mỗi đỉnh có r cạnh. Nếu tính số cạnh một lần theo các 
mạt, một lần khác theo các đỉnh thì ta có? 

nF —= 2E 
(vì mỗi cạnh đều thuộc về hai mặt, cho nên nó được tính hai 
lần trong tích nF) 
vàrV=2E (3 
(vì mỗi cạnh tựa vào hai đỉnh). Khi đó, đẳng thức Ơle (1b 
cho ta: 


: 1 1 1 
— “+: — —-E=2lay —- + >—-=--+—@ 
n T n T 2 E 

Ta đề ý rằngn > 3 và r >8 vì mỗi đa giác cỏ không it hơn. 


ba cạnh và từ mỗi đỉnh có xuất phát không ít hơn ba cạnh 
Mặt khác, n và r không thể đồng thời lớn hơn 3, vì nếu trái 


1 
lại thì vế trải của đẳng thức (4) không vượt quá ˆ„_ „đẳng thức 


không thề đúng với số dương E nào. Như vậy chỉ còn phải 
làm sáng tó xem có thê thừa nhận những giá trị nào của m 
nếu n = 3 và những giá trị nào của n nếu r = 3. Xét tất cả. 
các trường hợp có thề, ta sẽ suy ra được số loại đa điện đều. 


1 1 1 
Rbi n = 3, đẳng thức (4) có dạng — — — =—;; ở 


r 6 F 
đày r có thề bằng 3, 4 hoặc 5 (các giá trị lớn hơn 5 của r 


$ 1 . Ẹ 
phải loại vì — là số dương) Với những giá trị đó của n và 


+ 


r thì E =— 6, 12 hoặc 30. Ta được các khối đa điện : khối tứ 
điện, khối tâm mặt và khối hai mươi mặt. 
1 
Tương tự, khi r = 3 đẳng thức (4) có đạng: —_— — Ki =—. 
n f 
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— -È-s suy ta n = 3, 4 hoặc ð và l°S = 6. 12 hoặc 30. Ta 


* 
- 


được khối tứ diện; khối lập phương và khối mười hai mặt. 


§ 2. TÍNH CHẤT TÔPÔ CỦA CÁC HỈNH 


1. Các tính chất tôpôo. Ta đã chứng minh công thức 
ƠIle là dùng đối với khối đa diện đơn giản. Nhưng công 
thức này vẫn không mất ý nghĩa khi áp dụng cho 
những trường hợp khác tông quát hơn nhiều : thay cho 
các khối đa điện của hình học sơ cấp với các mặt là 
phẳng và các cạnh là đường thẳng, ta có thể lấy các 
«khöi đa điện» đơn giản có «mặt » là các mặt cong, 
có «cạnh» là những đường cong hoặc cũng có thề vẽ 
các € mặt » và các « cạnh » ở trên mặt của một hình cầu 
chẳng hạn. Ta hinh dung bề mặt của khối đa điện hoặc 
của hình cầu được làm bằng một lớp cao su mỏng; 
khi đó công thức. Ơle sẽ được bảo toàn nếu bề mặt 
đang xét bị biến dạng bằng mọi cách — uốn, nén, 
giãn v.v... — cốt sao lớp cao su không bị rách. Quả vậys 
công thức Ơle chỉ đề cập đến số /ượng đỉnh, cạnh và 
mặt; ở đây độ dài, diện tích, tỉ số kép, độ cong v.v.. 
cũng như các khái niệm khác của hình học sơ cấp và 
hình học xạ ảnh không có vai trò gì cả. 


Chúng ta đã chỉ ra rằng hình học sơ cấp nghiên cửu 
các đại lượng (khoảng cách, góc, diện tích) không thay 
đồi giá trị trong các phép dời hình và hình học xạ ảnh 
nghiên cứu những khái niệm (điềm, đường thẳng, quan 
hệ liên thuộc, tỉ số kép) được bảo toàn trong một lớp 
các phép biến đồi xạ ảnh rộng lớn hơn. Song, các phép 
đời hình cũng như các biến đổi xạ ảnh chỉ là những 
trường hợp rất đặc biệt của các biến đồi !ôpó tồng quát 
hơn nhiều; một biến đồi tôpô từ một hình hình học A 
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thành một hình khác A' được định nghĩa như là một 
tương ứng bất kỳ p ‹> p' giữa các điểm p của bình A 
và các điềm 2" của hình A” có cáe tính chất sau đây: 

1. Afjf—móit (đơn trị hai chiều), nghĩa là mỗi điềm p 
của hình A được cho tương ứng với một và chỉ một 
điểm p` của hình A*° và ngược lại. 

2. Liên tục hai phía nghĩa là, nếu lấy hai điềm p và 
q của hình A và chuyên động p sao cho khoảng cách 
giữa p và q giảm dần vô hạn thì khoảng cách giữa các 
điềm p' và q' của hình A' cũng giảm dần vô hạn; và 
ngược lại. 

Mỗi tính chất của hình hình học ÀA còn được bảo toàn 
cho hình A” khi A chịu một biến đồi tô pỏ, được gọi là một 
tính chất tôpô của hình A. 7ópó là một ngành của hình 
học, khảo sát riêng các tính chất tôpô của các hình. Ta 
hãy tưởng tượng một hình nào đó được sao chép lại 
bởi một người hoàn toàn chưa có kinh nghiệm nhưng 
rất tận tâm. Anh ta làm cong đi (một cách không cố ý) 
các đường thẳng, làm sai lệch các góc, khoảng cách và 
điện tích; như thế thì tuy rằng trên bản vẽ lại, các 
tỉnh chất mêtric và xạ ảnh của hình có thê bị thay đồi, 
nhưng các tính chất tôpô vẫn được giữ nguyên. 

Những thí dụ trực quan nhất của biến đồi tôpô là 
các phép biến dạng. Ta hãy hình dung một hình như hình 
cầu hoặc hình tam giác được làm bằng một lớp cao su 
mồng, rồi kéo căng ra hoặc bóp lại bằng nhiều cách khác 
nhau nhưng không làm rách nó hoặc không làm cho 
hai điềm khác nhau trùng nhau về mặt vật lý (việc 
làm cho hai điềm khác nhau ở trong trạng thái trùng 
nhau về mặt vật lý sẽ vi phạm điều kiện 1). Sự làm 
rách lớp cao su sổ vi phạm điều kiện 2: quả vậy, khi 
xét hai điểm nằm ở hai phia khác nhau của vết rách, 
ta thấy khoảng cách giữa chúng lúc đầu có thề vô cùng 
nhỏ nhưng sau khi rách đã không còn như thế nữa). 
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H. 123. Các mặt tương đương tôpô 


Hình ở trạng thái cuối cùng (sau các thao tác đã chỉ 
ra ở trên) sẽ tương ứng tôpô với hình ở trạng thái 
ban đầu. Tam giác cỏ thề biến dạng thành một tam 
giác khác hoặc một đường tròn, hoặc một elip; vì thế 
các hình đã nêu sẽ có các tính chất tôpô giống nhau.. 
Nhưng, không thề biến dạng hình tròn thành đoạn 
thẳng hoặc mặt cầu thành mặt xung quanh của 
hình trự. 

Song, khái niệm tông quát về biến đôi tôpô còn rộng 
hơn khái niệm biến dạng. Chẳng bạn, nếu hình bị cắt 
trước khi biến dạng 
và sau khi biến dạng. 
được dán lại theo 
đường cắt đó thì rút 
cục ta cũng có một 
biến đôi tòpô nào đó 
của hình ban đầu, 

H. 121 Các. mặt không tương tuỳ rằng biến dồi này 

đương tôpô có thề không phải là 

một biến dạng. Chẳng 

hạn, hai đường cong biều thị trên H. 123 là tương 

đương tôpô với nhau và mỗi đường đều tương đương 

với đường tròn bởi vì ta có thể cắt chúng rồi đem 

cuộn và dán lại. Nhưng nếu không cắt ra thì không thể 

biến dạng đường cong này thành đường cong kỉa 
được. _ 
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Các tỉnh chất tôpô của các hình (giống như tỉnh chất 
cho trong định lý Ơie hoặc các tính chất khác sẽ được 
xét đến dưới đây) đã được chủ ý nhiều nhất trong 
nhiều công trình nghiên cứu toán học. Với một ý 
nghĩa nhất định thì đó là những tính chất hình học 
sâu xa nhất, cơ bản nhất vì chúng được bảo toàn ngay 
cả trong những biến đồi « sâu sắc » nhất. 





H,125. Miền đơn liên và đa liên H. 126. Sau khi cắt; 


m‡:ền nhị liên thành 
miền đơn liên 


2. Tính chát liên thông. Đề có một thí dụ về các 
hình không tương đương tôpô, ta sẽ xét hai miền 
phẳng biều thị trên H. 125. Hình thứ nhất gồm các 
điềm ở bên trong một hình tròn; hình thứ hai gồm 
tất cả các điểm nằm ở giữa hai đường tròn đồng tâm. 
Một đường cong kín bất kỳ nẫm trong miền a có thể 
biến dạng liên tục hoặc «bi nén» thành một điềm 
nhưng không 0ượt ra khỏi miền đó. Một miền có tỉnh 
chất như thế được gọi là miền đơn liên. Miền b là 
không đơn liên. Thí dụ, một đường tròn đồng tâm với 
hai đường.tròn biên và nằm ở giữa chúng, không thể 
nén lại thành môt điềm mà không vượt ra ngoài miền 
này, bởi vi trong khi biến dạng, đường cong sẽ phải đi 
qua.tâm chung của các hình tròn mà điềm này không 
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thuộc vào miền đang xét. Miền không đơn liên được 
goi là miền « đa liên ». Nếu ta cắt một miền nhị liên b 
đọc theo một bán kính như đã chỉ trên H. 126 thi 
miền thu được sẽ là miền đơn liên. 

Nói chung, có thể tạo nên các miền có hai, ba hoặc 
nhiều « lỗ › hơn. Miền có hai lỗ được về trên hình 12, 
muốn biến nỏ thành miền 
đơn liên chỉ cần cắt ở 
hai chỗ. Nếu phải cắt n 
chỗ (không chồng chéo 
lẫn nhau) từ biên này đến 
biên kia đề biến một 
miền đa liên cho trước 
thành miền đơn liên thì 
ta nói rằng miền đó có 

H.127. Giảm miền tan Hên bậc liên thông n. Bậc liên 

thông của một miền phẳng 
chính là một bất biến tôpô quan trọng của miền đó. 





§3. CÁC THÍ DỤ KHÁC VỀ ĐỊNH LÝ TÔPÔ 


1. Định lý Jordan về đường cong kín. Trên mặt 
phẳng có một đường cong kín (không tự cắt ở mọi 
nơi). Ta sẽ xét xem tính chất nào của hình được bảo 
toàn trong trường hợp mặt phẳng chịu một biến dạng 
tùy ý như đã làm đối với lớp cao su mỏng. Độ đài của 
đường cong hoặc diện tích phần mặt phẳng mà nó giới 
hạn sẽ không được bảo toàn trong các biến đạng. 
Nhưng cấu hình đang xét cỏ một tính chất tôpô đơn 
giần đến nỗi ta cho là tầm thường, Một đường cong 
kín C đơn giản ở trên mặt phẳng sẽ chia mặt phẳng ra 
đúng hai miền, miền trong oà miền ngoài. Nói chính 
xác hơn, ta khẳng định như sau: các điềm của mặt 
phầng được chia làm bai lớp — lớp A (các điểm ngoài) 
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và lớp B (các điềm trong) — sao cho có thể nối một 
cặp điềm bất kỳ thuộc vào cùng một lớp bằng một 
đường cong không cắt Ö, trong khi đó thì mọi đường 
cong nối hai điểm tùy ý thuộc hai lớp khác nhau nhất 
định phải cắt C, Điều khẳng định này là hoàn toàn 
hiền nhiên đối với đường tròn hoặc elip chẳng hạn; 
nhưng đã khó hình dung hơn đối với một đường cong 
phức tạp như hình đạng cầu kỳ của đa giác vẽ trên II.,128 


Định lý này đã 
được Kamil Jđor- 
đan phát biều đầu 
tiên (1838 — 1922) 
trong « Cours đd' 
analyse» nồi 
tiếng mà qua đó, 
cả một thế hệ các 
nhà toán học đã 


| `» lĩnh hội được một 
quan niệm hiện 

` đại về sự chặt chể 

: toán học. Chứng 


H. 128. Những điềm nào nằm ở trong minh của Jorổan 
đa giác này không ngắn gọn, 

không đơn giản 

về mặt tư tưởng, nhưng điều rất lạ là chứng minh 
này chưa hoàn tất, còn phải gia công nhiều nữa 
mới bù đắp được những thiếu sót của nó. Những 
chứng minh chặt chế đầu tiên của định lỷ Jorđan là 
rất phức tạp và khó hiều đối với cả những người có 
trình độ toán học tốt, Những chứng minh tương đối 
đơn giản mãi gần đây mới được nghĩ ra. Một trong 






c—< 


“Giáo trinh giải tích» (tiếng Pháp) — ND. 
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những trở ngại là tính khải quát cao của khái niệm 
đường cong «đơn giản đóng kín», nó rộng hơn rất 
nhiều so với khải niệm đa giác hoặc đường cong 
«trơn». Theo định nghĩa thì «đường cong đơn giản 
đóng kín» là một đường cong bất kỳ tương đương 
tôpô với đường tròn. Mặt khác, trước tiên cần có 
những định nghĩa logic cho những thuật ngữ như 
« bên trong » hoặc «bên ngoài» thì mới có được một 
chứng mỉnh chặt chẽ. Việc phân tích những quan hệ 
và khải niệm nảy sinh ra trong mối liên hệ đó là 
nhiệm vụ lý thuyết có ý nghĩa quan trọng bậc nhất 
mà tôpô hiện đại có trách nhiệm chủ yếu trong việc 
thực hiện nhiệm vụ này, Song, cũng cần lưu ý rằng 
khi nghiên cứu các hiện tượng cụ thể trong lĩnh 
vực hình học, ta đã đưa vào không đúng chỗ các khái 
niệm mà tỉnh khải quát vô hạn của chúng đã tạo nên 
những trở ngại không cần thiết. Chẳng hạn, nếu trở 
lại định lý Jorđan thì đối với trường hợp các đường 
cong «tự truyền động tốt» — thí dụ như đối với các 
đa giác hoặc đối với các đường cong có tiếp tuyến 
biến thiên liên tực (chỉ gặp trong các bài toán quan 
trọng nhất) — thì chứng minh định lý được tiến hành 
rất đơn giản. Ta sẽ nêu chứng mình cho trường hợp 
đa giác ở phần phụ lục của chương này. 

2. Bài toán bón màn. Qua định lý Jorđan vừa xét ở 
trên, có thẻ nghỉ rằng tôpô nghiên cứu việc chứng 
mỉnh chặt chẽ cho những chân lý mà không một người 
khôn ngoan nào cỏ thê nghỉ ngờ. Nhưng không phải 
hoàn toàn như vậy: có nhiều vấn đề có tính chất tôpô 
được phảit biểu cực kỳ đơn giản mà trực giác lại không 
thể giải đáp được đầy đủ, Có thê lấy «bài toán bốn 
màu » nồi tiếng làm thí dụ. 

Khi tô màu một bản đö địa lý, người ta thường cò 
gắng phản phối màu giữa các nước sao cho hai nước 
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có biên giởi chung được tô mảu 
khác nhau. Bằng thực nghiệm đã 
thấy rằng một bản đồ bất kỳ dù 
có bao nhiêu nước, dù các nước 
được sắp xếp như thế nào, cũng 
có thề tô được theo qui tắc trên 
với không quá bốn màu. Dễ 
chứng tổ với số màu Ít hơn thì 
chưa đủ, H. 129 biểu diễn một hòn 
đảo giữa biền khơi; nó không thề 
tô được với số màu ít hơn bốn, 





HH. 129. Tô màu bởi vì trên nó có bốn nước, mỗi 
bản đồ nước tiếp giáp với cả ba nước 
còn lại, 


Sư kiện cho đến nay còn chưa tìm thấy bản đồ nào 
cần phải tô đến quá bốn màu, gợi cho ta sự đúng đắn 
của định lý: 7rong mỏi sự phân chỉa tùu ý mặt phẳng 
thành những miền không phủ lên nhuu hoàn toàn hoặc 
phủ lên nhau một phần, bao giờ cũng có thề đánh dẫu 
các miền đó bằng các chữ số 1, 2, 3, + sao cho các miền 
« kề nhau » được đánh dầu bởi các chữ số khúc nhau: 
Những miền «kề nhau» là những miền có một đoạn 
biên chung: hai miền chỉ có một điềm chung (hoặc 
thậm chí có một số hữu bạn điềm chung) như Kôlôrađô 
và Arizôna chẳng hạn sẽ không gọi là «kề nhau », vì sẽ 
không có sự lầm lẫn hoặc bất tiện nào, nếu tô các nước 
đó bởi cùng một màu. 

Có cơ sở để cho rằng bài toán bốn màu đã được 
Miôbiux nêu ra đầu tiên năm 1840, Sau đó Morgan 
(năm 1850) và Keii (năm 1878) đã phát biều bài toán 
này, «Chứng minh » của nó đã được Kempê tìm ra 
năm 18/9, nhưng Khivut đã tìm ra chỗ sai trong 
lập luận của Kempẻ vào năm 1890. Xem kỹ chứng minh 
của lfempê, Khivut đã phát hiện thấy zửm màu là luôn 
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luôn đủ (chứng minh định lỷ năm màn sẽ được nêu 
trong phụ lục chương này), Cho đến nay, tỉnh hình vẫn 
cơ bản không thay đồi, dẫu rằng có sự cố gắng của 
nhiều nhà toán học lỗi lạc. Đã chứng mình được năm 
màu là đủ cho mọi bản đồ và giả thiết rằng bốn màu 
cũng đủ. Nhưng, cũng như trường hợp của định lở 
Fecma nồi tiếng, khi chưa có chứng minh hoặc một 
phần thí dụ nào được thừa nhận thì giả thuyết này vẫn 
còn là một trong những bài toán « lớn » chưa giải được. 
Ngoài ra, ta lưu ý rằn bài toán bốn màu đã được 
chứng mình là đúng cho những trường hợp đặc biệt 
khi số miền không vượt quá ba mươi tám. Từ đó thấy 
rõ rằng nếu định lý không đúng trong trường hợp tồng 
quát thì phản thi dụ sẽ không thề quá đơn giản, 


Trong bài toán bốn màu đang xét, ta giả thiết bẩn 
đồ được về trên mặt phẳng hoặc trên mặt cầu. Hai 
trường hợp này là tương đương. Quả vậy, mỗi bản đồ 
cho trước trên mặt cầu đều có thê trải trên mặt phẳng 
nếu ta khoét một lỗ nhỏ bên trong một miền A rồi 
trải phần còn lại của mặt cầu trên mặt phẳng như ta 
đã làm khi chứng minh định lý Ơle. Ở trên mặt phẳng, 
bản đồ thu được sẽ là «hòn đảo » gồm tất cả các miền 
không bị khoét đi và «biền» chỉ gồm có miền A. Mặt 
khác nếu thực hiện toàn bộ qui trình đó theo thứ tự 
ngược lại, ta có thề biến một bản đồ phẳng bất kỳ 
thành một bản đồ trên mặt cầu. Hơn nữa, bởi vì các 
biến dạng của các miền và các biên của chúng không 
có ảnh hưởng đến bài toán của chúng ta, cho nên có 
thể giả thiết rằng biên của mỗi miền là một đa giác 
đơn giản đóng kin gồm các cung hình tròn lớn. Nhưng, 
một bài toán «đã được điều chỉnh» như vậy mà vẫn 
không giải được. Ở đày, sự khó khăn (khác với định lý 
Jorđan) không phụ thuộc vào tỉnh khải quát của các 
khái niệm miền và đường cong. Nhân bài toán bốn màu, 
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ta lưu ý một tình hình đặc biệt là, đối với một số mặt 
loại phức tạp hơn mặt phẳng hoặc mặt cảu thì các 
định lý tương ứửng lại đã được thực sự chứng mình. 
Điều này có vẻ vô lý. Việc phản tích các mặt phức tạp 
hơn (về phương điện hình học) lại đễ dàng hơn so với 
các mặt đơn giản! Thí dụ, người ta đã xác nhận rằng 
đối với mặt xuyến có hình «bánh vòng» (xem IỊ,123) 
thì mọi bản đồ vẽ trên đỏ đều có thề tô được bằng bả 
màu ; mặt khác, có thề hình dung ở trên đó những bản 
đồ gồm bảy miền sao cho mỗi miền tiếp giáp với sáu 
miền còn lại. 


2. Khái niệm thứ nguyên. Khải niệm «số chiều * hoặc 
«t'r nguyên? không gây trở ngại gì đặc biệt khi ta đề cập 
đếi. những hình hình học đơn giản như điểm, đường, tam giác 
hoặo đa giác. Một điềm riêng biệt hoặc một tập hợp điềm bất 
kỳ có thứ nguyên O; một đoạn thẳng có thứ nguyên 1; mặt 
tam giác hoặc mặt cầu có thứ nguyên 2. Tập hợp tất cả các 
điềm của hình lập phương có thứ nguyên 3. Song; nếu muốn 
mở rộng khái niệm thứ nguyên cho những tập hợp điềm loại 
tỒồng quát hơn thì cần có một định nghĩa chính xác. Chẳng 
hạn; phải gán cho tập hợp R, gồm các điềm trên trục x mà 
tọa độ x của chúng là những số hữu fỈ, thứ nguyên nào 2? Tập 
hợp các điềm hữu tỉ trên trục x trù mật khắp nơi, vi thế có 
lš nên gán cho nó thứ nguyên ÏÌ xem như một đoạn của đường 
thẳng. Mặt khác, giữa hai điềm hữu tỉ bất kỳ tồn tại một 
«lỗ P vô tỉ giống như giữa hai điềm bất kỳ của một tập hợp hữu 
hạn, vậy thì lại thấy nên gáản cho nó thứ nguyên O† Đối vời 
thứ nguyên của các tập hợp kỳ lạ đo Kantor khảo sát lần đầu 
tiên thi vấn đề còn phức tạp hơn. Từ đoạn dơn vị O <SxXS1 
ta tách ra một phần ba ở giữa (một khoảng) tức là tách ra 


n : ' 1 2 
tất cả những điềm x thỏa mãn bất đẳng thức F <x= `. 


Ta biểu thị tập hợp điềm côn lại là Cịặ Tạp bợp C¡ gồm có 
hai đoạn; bây giờ ta tách khỏi mỗi đoạn một phần ba ở giữa 
của nó và biều thị tập hợp còn lại là C¿e Lặp lại qui trình 
này một lần nữa bằng cách tách ra ở cả bốn đoạn thẳng các 
một phần ba ở giữa của chúng. ta được Cạ. Làm tiếp như vậy 
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ta được Cự, Cs, Cạ› ‹-. Ta biều thị C là tập hợp điềm còn lại 
sau khi đã tách ra tất cả các phần ba ở giữa; nói cách khác, 
C là một tập bợp điềm đồng thời thuộc vào tất cả các tập hợp 
CC, C¿, Cạ, .e Trong thao tác đầu thì một khoảng dài 


1 
= được tách ra; trong thao tác thứ bai thì bai khoảng mỗi 


^ 1 ` 2 D 
khoảng dài — được tách ra, v‹v..‹s tổng độ dhi tất cả các 
^* 
khoảng đã tách ra bằng: 
1 1 1 F : 
ng” Hư nng 23 cơrdnn ÖÒ =Ặ_ÍI + +ÍS) +...) 
Mì 3 3 3 3 
Chuỗi vô hạn ở trong ngoặc là một cấp số nhân, tồng của 


l 1 
nó bằng EhC tiên 3; như vậy, tổng độ dài các đoạn đã 
1 _ —— 
3 


lấy đi là 1, Nhưng không phải mọi điềm của đoạn thẳng đã bị 
tách đi : tập hợp C là khóng rỗng. Chẳng hạn, mọi điềm mút 
của những đoạn đã bị lấy đi : 

1 2,1 2 7 8 


— _, “=>, =—— 


Lá 
° 3 , , , ;.**° 


3 3 9 9 9 9 


đều thuộc vào C. Có thề chứng mình dễ dàng C chứa tất cả 
€ác số X mà phân tích của chúng có dạng : 


a1 a9 83 a 
x= — + — -ÄĂ+-—-+‹.‹. +——¬....« 
3 2? 3 xâm 


trong đó mọi an là 0 

hoặc 2; còn các :Õ an 

trong phân tích tương 

tự của mỗi điềm đã 

tách đi, đều bằng I1. 
Tập hợp C có thứ 

nguyên như thế nào? __..... “.... “... 

Có thề cải Liên quá 

trình đường chéo nhờ 

đó ta đã chứng minh =..=.-~-=d...--~=<« #6 óc clke se và: «... =” 

tỉnh không đếm được 

của lập hợp các số 





thực; đề cũng thu tư tá. 20M. ‹ - - + l. 9 eọ- cv. j=cs=j-—==m== M.. @. «c = ch Má. .A t8 
được kết quả nhứ vậy 
cho tập hợp €. Do đó; H. 130. Tập hợp antor 
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tất nhiên phải kết luận tập bợp CC có thứ nguyên {. Mặt khác; 
C€ không chứa một đoạn nào đù nhỏ phất giống như một tập 
hợp hữu hạn bất kỳ; điều "này làm cho € gần với các tập 
hợp có thứ nguyên 0- Cũng như vậy: nếu từ một điềm hữu tỉ 
hoäe từ mỗi điềm của tập hợp Kantor trong mặt phẳng x, y ta 
dựng đường vuông góc với trục x có độ đài đơn vị (theo hướng 
dương của y)› ta sẽ được các tập hợp mà ta còn nghỉ hoặc 
không biết nên gán cho chúng thứ nguyên 2 bay 1: 

Lần đầu tiên, PoäăngCarê (năm 1912) đã lưu ý đến sự cần 
thiết phải phân tích sâu sắc hơn nữa và định nghĩa chính xác 
hơn nữa khái niệm thứ nguyên. PoăngCarê đã nhận thấy rằng 
một đường tbhẳng hoặc một đường cong có thứ nguyên 1, bởi 
vì có thề tách hai điềm bất kỳ trên đó bằng cách lấy đi một 
điềm duy nhất (một tập hợp có thứ nguyên 0) ; mặt phẳng cũng 
có thứ nguyên 2 với lý do đề tách hai điềm trên mặt phẳng 
cần phải lấy đi toàn bộ một đường cong kin (một tập hợp có 
thứ nguyên 1). Điều này dẫn đến một tư tưởng cho là thứ nguyên 
có bản chất « qui nạp? ; phải gán cho một « không gian ° no 
đó thứ nguyên n nếu hai điềm của nỏ được gián cách nhau 
khi lấy đi mỘt tập con các điềm có thứ nguyên n — 1 (nhưng 
nếu lấy đi một tập con thứ nguyên nhỗ hơnthì chưa đủ). Thật 
ra, định nghĩa qui nạp loại này đã có ần tàng trong « Khởi 
đầu ? của Ơclid, trong đó hình một — chiều được định nghĩa 
là một cái gì đó mà biên của nó chỉ gồm những điềm; hình 
hai chiều là mỘt cải gÌ đó mà biên của nó gồm những đường ; 
hình ba-chiều là một cái gì đó mà biên của nó gồm các mặt. 


Những năm gần đây, một lý thuyết phong phú đã được 
phát triền — ly thuyết thứ nguyên. Định nghĩa thứ nguyên 
được bắt đầu bằng việc giải thích ý nghĩa của thuật ngữ 
ctập hợp điềm có thứ nguyên O». Một tập hợp điềm hữu 
hạn bắt kỳ có tính chất là mỗi điềm của nó đều có thề bao 
hàm trong một miền khỏng gian tùy ý nhỏ và khỏng có các 
điềm của tập hợp ở trên biên của miền. Tính chất này được 
thừa nhận làrn định nghĩa của thứ nguyên O. Đề cho tiện; ta 
qui ước rằng một tập hợp rỗng có thứ nguyên-1. Như vậy 
thì một tập hợp S sẽ có thứ nguyên O nếu nó không có thứ 
nguyên —~1 (tức là nếu S có ít nhất một điềm) và nếu mỗi điềm 
của S.-đều có thề bao hàm được trong một miền nhỏ tủy ý mà 
biên của nó cất S theo một tập hợp thứ nguyên —1 (tức là 
hoàn toàn không chứa điềm nào của S). Chẳng bạn; tập hợp 
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các điềm liữu tỈ trên đường thẳng có thử nguyên O bởi vì 
mỗi điềm hữu tÌ có thể coi như tàm của một khoảng nhỏ 
tùy ý có các mút vô tỉ‹ Tập hợp Kanto C cũng có thử nguyên 
O; bởi vì nó được tạo nên bằng cách lấy đi một tập hợp điềm 
tru mật khắp nơi trên đường thẳng, tương tự như tập hợp 
điểm hữu tỉ. 


Như vậy, ta đã định nghĩa khái niệm «thứ nguyên — 1® và 
“thứ nguyên O». Bìày giờ sẽ hiểu được dễ dàng; thế nào là 
«thứ nguyên 1: ta nói tập hợp S có «thứ nguyên 1» nếu nó 
không phải là thứ nguyên—1 và thứ nguyên © và nếu mỗi điềm 
của S đều có thể bao hàm trong một miền nhỏ tùy ý mà biên 
của nó cắt § theo một tập hợp thứ nguyên O. Một đoạn thẳng 
sẽ có tỉnh chất như thể bởi vì biên của mỗi khoảng là một cặp 
điềm tức là mộttập hợp thứ nguyên O theo định nghĩa trước- 
Tiếp tục như vậy; ta có thể định nghĩa tiếp thế nào là thứ 
nguyên 2, thử nguyên 3 v.v.«e. trong đó mỗi định nghĩa sau 
đựa vào định nghĩa trước nó. 


Như vậy; ta nói rằng tập hợp Š có thứ nguyên n; nếu nó 
không có thứ nguyên nhỏ hơn và nếu mỗi điềm của S có thể 
bao hàm được trong một miền nhỏ tùy ý mà biên của nó cẮt 
Š theo một tập hợp thứ nguyên n—1. Thi dụ, mặt phẳng có 
thứ nguyên 2 bởi vÌ một điềm bất kỳ của mặt phẳng có thề 
bao hàm được trong một hình crỏn bản kính nhỏ tùy ý mà 
biên của nỏ co thứ nguyên 1°. Không thể có một tập hợp điềm 
nào có thứ nguyên lớn hơn 3 trong không gian thông thường; 
bởi vi một điềm bất kỳ của không gian là tâm của một hình 
cầu nhỏ tủy ý mà biên của nó có thứ aguyên 2: Song; trong 
toàin học hiện đại thuật ngữ «không gian ° được dùng với 
nghĩa tổng quát hơn; nó biểu thị một hệ thóng tùy ý các sự 
vật, trong hệ thống đó có đưa vào khái niệm «khoảng cách>* 


7 Điều đã nói không có nghĩa là chứng mỉnh cho mặt 
phẳng có thứ nguyên 2 (theo định nghĩa) của chúng ta đã kết 
thúc: côn phải chứng minh biên của hình tròn (đường tròn) 
có thứ nguyên 1 và bản thân mặt phẳng không có thử nguyên 
0 và 1. Có thể chứng minh những khẳng định đó cũng như 
những khẳng định tương tự cho các thử nguyên bậc cao. Mọi 
lập luận trước đó chứng tỏ định nghĩa tổng quát đã nêu ở trên 
khỏng mâu thuẫn với ý nghĩa thông thường. 
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hoặc “lân cạn*; những «không gian ® trừu tượng loại lây có 
thể có thứ nguyên lớn hơn 3. Khóng gian Đécac n-chiều là một 
thí dụ dơn giản; *điềm» của nó là một hệ n số thực lấy 
theo một thứ tự xác định : 

E = Cxụo XQ; s›éẹ XnỀ 

Q =I y9, «5+ Vn}› 

Có thề chứng minh rằng không gian này có thứ nguyên n‹ 
Một không gian không có thứ nguyên n, dù n lớn đến đâu, 
được gọi là không gian có thứ nguyên vô hạn. Ta đã biết 
nhiều thí dụ về những không gian như VẬY. 

Trong lý thuyết thứ nguyên. ta đã chứng minh được một 
tỉnh chÃt cực kỷ lý thú của các hình hai thứ nguyên. ba thử 
nguyên và nói chunø n thử nguyên. Ta bắt đầu từ trường 
hợp hai thứ nguyên. Nếu một hình hai thứ nguyên (chiều) đơn 
giản nào đó được phân thành những «Ôô› đủ nhỏ giả thiết 
rằng mỗi ô chứa cẢ biên của nó), thì tất phảitìm được những 
điềm ít nhất thuộc oề cẳ ba ỏ dù hình dang các ô đã chọn như 
thế nào. Đồng thời, có những sự phân chia các hình thành Ô 
sao cho không có một điềm nào của hình thuộc vào qud ba ó. 
Chẳng hạn, nếu hình bai thứ nguyên đang xét là hình vuông 
(H. 131) thị tất phải có những điềm 
thuộc vào cả ba ô 1, 2, 3 nhưng 
với cách phân chia như đã chỉỈ 
trên hình vẽ thi sẽ không có điềm 
nào thuộc quá ba ô. Hoàn toàn 
như vậy; trong không gian ba 
chiều, ta có thề chứng minh nếu 
mỘt vật thề nào đó được phân 
chia thành những ô khá nhỏ thì 
sẽ có những điềm thuộc vào i† 

c— ]] nhất bốn ô, đồng thời có thề chọn 

ra những cách phân chia đề không 

H. 1431. Định lý và sự phủ có điềm nào thuộc vào quả 
bốn ô. 

Tất cả những điều đó dẫn ta đến định lý sau đây, do 
A. Lơbeg và Braue phát biều: Nếu một hình n — chiều được 
phản chỉa thành những ô khả nhỏ thì tất sẽ có những điềm của 
hình thuộc oào Ít nhất n + 1 ô; đồng thời có thề chÌỉ: ra những 
cách phân chỉa sao cho không có điềm nào của hình thuộc oề 
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quả n + Í ó. Định lý này đặc trưng cho thứ nguyên của hình 
đang xét : mọi hình mà định lý được nghiệm đúng là hình 
n - chiều, những hình khác sẽ có th nguyên khác n. Vì lý 
do đó mà định lý vừa nèu có thề được chọn làm định nghĩa 
thứ nguyên (như một số tác giả đã làm) 

Thứ nguyền của một hình thuộc vào số các tính chất tôpô 
của hình đó ; hai hình có số chiều khác nhau không thề tương 
đương với nhau về mặt tôpô. Trong vẫn đề này, có bao hàm 
một định lý đặc biệt về “tính bất biến của thử nguyên ®: 
muốn đánh giá đúng nó, cần nhớ lại một định ly khác nói 
rằng tập hợp các điểm của hình vuông có cùng lực lượng với 
tập hợp các điềm của một đoạn thẳng). Sự tương -ứng giữa 
các điềm được xác lập trong chứng minh định lý này không phải 
là tương ửng tôpô bởi vì yêu cầu về tinh liên tục bị vi phạm: 


4. Định lý về điềm bát động. Định lỷ về «điềm bất 
động » có vai trò quan trọng trong những ứng dụng 
của tôpô vào các ngành toán học khác. Định lý Braue 
trình bày dưới đây là một thí dụ điền hình. Về mặt trực 
giác nỏ kém «hiền nhiên » hơn các định lý tôpô khác. 


Ta xét một đĩa tròn ở trên mặt phẳng. Ta biều đó 
là phần trong của một hình tròn nào đó cùng với biên 
của nó (đường tròn). Ta giả thiết toàn bộ đĩa chịu một 
biến đồi liên tục nào đỏ (không bắt buộc phải là biến 
đồi một — một), trong đó mỗi điềm của đĩa vẫn còn là 
một điềm của đĩa tuy rằng 
có thay đồi vị trí. Chẳng 
hạn, nếu hình dung đĩa làm 


+ ~— 
bằng cao su mỏng, ta có 
thể bóp, kéo căng, uốn, 
bể gập — nói tóm lại có : bế 
thể biến dạng tùy ý cốt BmẮ.._ˆ 7 
Sao các điềm của đĩa không Ä 


vượt ra ngoài vị trí ban 
đầu của nó. Còn có thê 
hình dunzg một chất lỏng H. 132. Các vectơ biến đồi. 
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đề trong cốc được chuyên động thế nào đó, sao cho 
các phần tử ở trên bề mặt thoảng vẫn ở trên bề mặt 
đó trong suốt thời gian chuyền động; khi đó, tại 
mỗi thời điềm xác dịnh, vị trí của các phần tử trên 
mặt thoảng sẽ xác định một biến đồi liên tục nào 
đó của sự phân bố chủng lúc ban đầu. Định lý 
Braue khẳng định: Mỗi biến đồi liên tục loại nàu giữ 
lại iI nhất mói điềm bối động ; nói cách khác, có ít nhất 
một điềm mà vị trí của nó sau biến đồi sẽ trùng với 
vị trí của nó trước biến đồi (trong thí dụ chất lỏng thì 
các điềm bất động phụ thuộc vào thời điềm đã chọn; 
đặc biệt, nếu chuyền động là quay tròn đơn giản thì 
tại mọi thời điềm, điềm bất động sẽ là tâm). Chứng 
mình sự tồn tại điềm bất động trình bảy sau đây là 
một thí dụ rất điền hình về lập luận thường dùng 
trong tôpô. 

Xét đĩa trước và sau khi biến đồi và giả thử rằng 
không tồn tại điềm bất động nào, tức là sau biến đồi 
một điềm bất kỳ của đĩa sể thành một điềm khác của 
đĩa. Ta cho ứng với mỗi điềm P của đĩa ở vị trí ban 
đầu của nó, một mũi tên hoặc « một vectơ biến đồi » 
PP', trong đó P' là điềm mà P chuyền đến sau biến đôi. 
Từ mỗi điểm của đĩa đều có một mũi tên như vậy bởi vì 
mọi điềm của đĩa đều chuyền động. Bây giờ ta xét mọi 
điểm của đường tròn biên cùng với các vectơ biến đồi 
tương ứng. Tất cả các vectơ này đều hướng về phia 
trong của hình tròn, bởi vì theo giả thiết không có điềm 
nào vượt ra ngoài giới hạn của dĩa. Ta bắt đầu từ một 
điềm P nào đó nằm trên đường tròn biên và đi đọc 
đường tròn đó theo ngược chiều kim đồng hồ. Khi đó 
hưởng của vectơ biến đồi sẽ thay đồi, bởi vì những điềm 
khác nhau của biên sẽ tương ứng với các vectơ đó (sau 
khi tịnh tiến, chúng song song) xuất phát tử cùng một 
điềm nào đó của mặt phẳng (H. 133). Dễ nhận thấy 
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rằng khi ta đi một lần khắp hình tròn từ điềm P¡ đến 
điềm P; thì vectơ tương ứng sẽ quay về vị trí ban đầu 
sau một loạt phép quay. Số các vòng quay đầy đủ mà 
vectơ của ta đã thực hiện được gọi là chi số của đường 
tròn biên đang xét. Nói chính xác hơn, ta định nghĩa 
chỉ số là tồng đại số các biến thiên khác nhau ở trong 
góc của các vectơ, với qui ước rằng mọi phép quay 


1⁄4 ˆ / 
` — t= 22 
kÍ r8 ⁄ _— 


H. 133. Đề chứng minh định lý Braue 





riêng theo chiều kim đồng hồ được viết dấu (—), ngược 
chiều kim đồng hồ được viết dấu (+). Chỉ số là kết 
quả tồng cộng, bằng một trong các số 0, + 1, + 2, 
+ 3,.. tương ứng với các phép quay tồng cộng 0, 
+ 360%, + 7209,... Bây giờ ta khẳng định rằng chỉ số 
của đường tròn biên bằng đơn vị, tức là phép quay 
tông cộng của vectơ biến đồi tạo nên một vòng đầy đủ 
theo hưởng dương. Trước hết, ta nhắc lại một lần nữa 
rằng vectơ biến đồi có gốc ở một điềm của đường tròn 
biên tất phải hướng vào phía trong hình tròn mà không 
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hướng theo tiếp tuyến. Nếu giả thử phép quay tòng 
cộng của vectơ biến đồi khác với phép quay tông 
cộng của øéctơ tiếp tuyến (phép quay này đúng 
bằng 3600 bởi vì vectơ tiếp tuyến tất nhiên phải quay 
một vòng đầy đủ) thì hiệu giữa các phép quay tòng 
còng của vectơ tiếp tuyến và vectơ biến đổi sẽ bằng 
bội của 3609, nhưng không bằng 0. Do đó, khi đi vòng 
quanh hình tròn thì vectơ biến đồi ít nhất phải quay 
một vòng đầy đủ xung quanh vectơ tiếp tuyển; vì cả 
hai vectơ đều biến đồi liên tục cho nên tại một điềm 
nào đó của đường tròn thì hướng của hai vectơ phải 
bằng nhau, Nhưng như ta dã thấy, điều này không thê 
xây ra được. 


Bây giờ ta xét một đường tròn đồng tâm với biên của 
đỉa có bán kinh nhỏ hơn và cũng xét những vectơ biến 
đồi tương ứng. Đối với đường tròn mới này thì chỉ số 
tất nhiên cũng bằng đơn vị. Thực vậy, khi chuyền từ 
đường tròn biên sang đường tròn mới thì chỉ số phải 
thay đôi liên tục bởi vì hưởng của bản thân các vectơ 
biến đồi cũng thay đồi liên tục. Nhưng, chỉ có thê nhận 
những giá trị nguyên làm chỉ số, vì thế nó phải bằng 
đơn vị; quả vậy, việc chuyền từ đơn vị đến một số 
nguyên bất kỳ khác buộc phải có một bước nhảy, tức 
là tính liên tục bị xóa bỗ (một lập luận toán học rất 
điền hình: một đại lượng biến thiên liên tục nhưng 
chỉ nhận giá trị nguyên thì đại lượng đỏ không đồi). 
Vậy ta có thề tìm được một đường tròn nhỏ tùy ý đồng 
tâm với đường tròn biên mà chỉ số bằng đơn vị. Nhưng 
điều này không thẻ có được, bởi vì tính liên tục của 
biến đồi, các vectơ biến đồi ở trong một hình tròn đủ 
nhỏ phải khác rất ít so với vectơ ở tâm của hình. Bởi 
vậy khi đi vòng quanh hình tròn thì một vectơ như vậy 
có thề có một phép quay tồng cộng nhỏ hơn 109 chẳng 
hạn, nếu bán kinh của đường tròn đủ nhỏ, Nhưng như 
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thế thì chỉ số của hình tròn này (phải.là số nguyên) 
không thê khác U. Màu thuẫn phát hiện được chứng tỏ 
gia thiết về sự không có điềm bất động trong các biến 
dồi phải bị loại. Như vậy, địnhlý đã được chứng minh. 


Định lý về các điềm bắt động không những chỉ đúng 
đối với đĩa tròn mà tất nhiên còn đúng với tam giác, 
với hình vuông và với mợi hình là biến đồi của đĩa 
tròn qua biến đồi tôpô. Thực vậy, nếu một hình A nào 
đó, là biến đôi của một đĩa tròn qua một biến đồi như 
thế, có thể: biến đồi thành chính nó mà không có điềm 
bất động thì bản thân nó đã xác định một biến đồi tôpô 
của đĩa tròn thành chính nó mà không có điềm bất động. 
Điều này không thể xây ra. Định lý còn được mở rộng 
cho các hình ba chiều — hình cầu hoặc hình lập 
phương — tuy rằng việc chứng minh không đơn giản. 


Mặc dù định lý Braue về các điềm bất động trong hinh 
tròn, về trực giác; không phải là hoàn toàn hiền nhiên. nhưng 
đã thầy rằng nó là hệ quả trực tiếp của một định lý khả hiển 
nhiên sau: Khóng thể ánh xa đĩa trỏn ouào đường trỏn biên 
của nỗ sao cho mỗi điềm của đường trỏn này là bất động. Ta 
sẽ chứng minh sự tồn tại mỘt ánh xạ liên tục không có điềm 
bất động của hình tròn vào chính nó nhưng lại mâu thuẫn với 
định lý vừa nêu. Ta giả thiết có tồn tại một biến đồi liên tục 
loại đá P€+P”. Như vậy› với mỗi điềm P của đĩa ta vẽ một 
vectơ với gốc là điềm P, đi qua P và kết thúc ở điềm ÐPˆ là 
chỗ nó cắt đường tròn biên. Lúc đó, biến đồi PP” sẽ là một 
ánh xạ liên tục của cả đĩa vào đường tròn biên: nó giữ lại 
bất động mọi điềm của đường tròn đó. Ta sẽ bác bỏ điều này- 
Có thề dùng lập luận tương tự đề chứng minh định lý Braue 
đối với hình cầu và hình lập phương 

Mặt khác; cũng dễ thấy, đối với mỘt số hình, có thề có 
những ánh xạ liên tục lên chỉnh nó mà không có điềm bất 
động. 

Thi dụ; miền hình vành khuyên nằm giữa hai đường tròn 
đồng tâm có thề quay xung quanh tâm của nỏ một góc bội 
của 3602; đó là một biến đồi liên tục của miền vào chính nớ 
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nhưng không có điềm bất động. Một biến đồi như thế cũng 
có thể thực hiện trên một mặt cầu bảng cách ứng mỗi điềm 
của nó với điểm đối tâm. Nhưng, nếu cũng áp dụng phương 
pháp như trong trường hợp của địa tròn thì có thê chứng 
minh được đễ đàng một biến đôi liên tục của mặt cầu: không 
biến đôi điềm nào thành điềm đối tâm cả (mỗi biến đạng nhỏ 
chẳng hạn).tất sẽ có những điềm bất động. 

Những định lý về điềm bát động kề trên cho ta mỘt 
phương pháp ưu việt đề chứng minh nhiều $ định lý tồn 
tại» trong những lĩnh vực khác nhau của toán học, mà đặc 
tính hình học của chúng thường là không hiền nhiên. Có thê 
lấy định lý PoăngCarê được ông phát biều (mà không chứng 
mình) ít lâu trước khi mất (năm 1912) làm một thi dụ đặe biệt. 
Từ định lý này trực tiếp suy ra sự tồn tại của vô số quï đạo 
tuần hoàn trong bài toán giởi nội của ba vật thề. PoăngCarê 
không lý giải được điều dự đoán của mình. Chứng mính của 
sự kiện đặc biệt này đã được nhà toán học Mỹ G. Ð. Brikhôf 
tìm ra sau đó một năm. Từ đó, các phương pháp têpô đã 
được áp dụng thành công nhiều lần vào việc nghiên cứu trạng 
thái chất lượng của các hệ động học- 


5. Nút. Ta nhận thấy những bài toán khó có tính chết 
tôpô thường nảy sinh ra khi ta nghiên cửu các nút, 
Nút được tạo thành khi từ một đoạn dây ta làm những 
vòng rồi luồn các đầu dây qua những vòng đỏ, sau hết 
nối các đầu dây lại. Một dường cong kinlàm bằng dây là 
một hình hình học, các tính chất quan trọng của nó không 
thể thay đôi nếu ta không buộc chặt hoặc xoắn chặt 
dây ? Nhưng liệu có thể tìm ra một đặc trưng nội tại 
giúp ta bằng cách nào đó phân biệt các đường cong 
q có nút » với những đường cong «không có nút» như 
kiều đường tròn ? Câu trả lời không đơn giẩn và việc phân 
tích về mặt toán học cặn kế các nút loại khác nhau 
còn phức tạp hơn. Đã gặp phải những khỏ khăn ngay 
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từ những bước đi đầu 
tiên theo phương hưởng 
đó. Bạn đọc hãy nhìn vào 
hai nút giống bình ba lá 
vẽ trén H, 134, Chúng 
H. 13. Cá: nút tương đương hoàn toàn đối xứng với 
tôpô nhưng không biến đồi lẫn nhau và là những cánh 

nhau được. xạ gương », chúng tương 
đương tôpò nhưng không toàn đẳng với nhau. Nẵy 
ra bài toán: có thề biển dạng một nút này thành một 
nút khác nhờ một phép dời hình liên tục hay không? 
Câu trả lời là phủ định, chứng mình đòi hỏi phải nắm 
được rất vững kỹ thuật tôpô và phải có kiến thức vượt 
ra khỏi phạm vi cuốn sách này. 





Š 4. SỰ PHÂN LOẠI CÁC MẶT VỀ PHƯƠNG DIỆN TÔPÔ 


I. Loại mặt. Nhiều 
vấn dề đơn giản, 
khả quan trọng đã 
được làm sáng tổ 
trong khi nghiên 
cửu các mặt hai 
chiều. Chẳng hạn, ta 
so sánh mặt cầu với 
mặt xuyến.Nhìn vào  H, 13g. Các lát cất trên mặt cầu 
H. 135 có thể phát và mặt xuyên‹ 
hiện ngay những nét - 
khác biệt : trên mặt cầu cũng như trên mặt phẳng, một 
đường cong kín C chia mặt thành hai phần, nhưng 
trên mặt xuyến, tồn tại những đường cong kín như 
thế (C' chẳng hạn) không chia mặt thành hai phần. Nếu 
ta nói rằng đường cong C chia mặt cầu thành hai phần 
thì điều đó có nghĩa là khi cắt mặt cầu theo đương 
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cong € ta được hai mảnh không liên thông với nhau, 
hoặc nỏi cách khác, có thê tìm được hai điềm của mặt 
cầu sao cho mọi đường conø ở trên mặt cầu nối hai 
điềm đó tất yếu phải cắt đường cong C. Trái lại, nếu 
cắt mặt xuyến theo đường cong " thì sau khi cắt mặt 
không bị phân chia, ta có thể nối hai điềm bất kỳ của 
nó bằng một đường cong không có điềm chung với C°, 
Sự khác biệt vừa nêu chứng tỏ rằng mặt cầu và mặt 
xuyến không phụ thuộc vào cùng một lớp mặt về 
phương diện tôpô: anặt xuyến không thề biến thành 
mặt cầu bằng tôpô. 


Hây giờ ta xét một mặt có hai «lỗ» được về trên 
H.136. Trên mặt này, có thể về hai đường cong kin A 
và B mà không chia mặt thành từng phần. Trái lại, khi 
về hai đường cong như vậy trên mặt xuyến thì mặt 
này bị chia thành hai phần. Mặt khác, ba đường cong 
kin tùy ý sẽ phân chia mặt có hai lỗ thành từng phần. 


Tất cả những điều đó gợi ý ta đưa ra khái niệm foại 
của mặt; loại của mặt là số lớn nhất các đường cong 
kín đơn giản không cắt nhau có thề về được trên mặt mà. 
không phân chia mặt thành. 
từng phần, Loại của mặt cầu 
bằng 0, loại của mặt xuyến 
bằng 1, loại của mặt về trên 
H.136 bằng 2. Mặt có p lỗ sẽ có. 
loại p. Loại là một bất biến 

Àlbb1ã¿ tôpô của một mặt : nó không 
H.136. Một mặt loại 2 thay đồi khi mặt biến dạng 
Đảo lại, có thề chứng minh: 
(ta không nêu chứng mỉnh này ở đây) nếu hai mặt đóng 
kín có cùng một loại thì mặt này có thể biến dạng thành 
mặt kia; bởi vậy, loại p = 0, 1, 2,... của một mặt đóng 
kín đặc trưng hoàn toàn cho một lớp tôpò mà mặt đó: 
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thuộc vào (ở đây, ta chỉ xét những mặt chai phía Ð 
thông thường). Ở mục 3 chương này ta cũng xét cả 
những mặt «một phía ». Thi dụ, mặt cỏ hai « lỗ › vừa: 
xét và mặt cầu có hai «quai» vẽ trên hình 137 là hai 
mặt kín loại 2, ta thấy rằng mỗổi mặt đó có thể biến 
dạng thành mặt kia. Vì mặt có p lỗ hoặc mặt cầu có 
p tquai›» tương đương với nó là các mặt loại p, cho 
nên một mặt bất kỳ trong số đó có thể được chọn làm 
«đại diện tôpò » cho tất cả các mặt kín loại p. 





H.137. Các mặt loại 2 


2. Đặc trưng Ơle cửa một mặt. Ta giả thiết một mặt 
kín Š loại p được phân chia thành một số miền nào đó : 
có thể tìm được sự phân chia như vậy nếu ta đánh dấu 
trên S5 một loạt « các đỉnh » và nối chúng với nhau bởi 
các cung đường cong. Ta sẽ chứng mìỉinh, trong trường 
hợp này thì : 

V—E+F=2—2p () 
trong đó V — số đỉnh, E — số cung và F — số miền, 
Số 2 — 2p được gọi là đặc trưng Ơle của một mặt. Như 
ta đã thấy, đối với mặt cầu thì V— E + F =2phù 
hợp với công thức (1), bởi vì mặt cầu có loại p bằng 0- 

Đề chứng minh công thức tổng quát (1), ta hình dung 
Š là mặt cầu p lỗ, Như ta đã nhấn mạnh, có thề biến 
dang liên tục một mặt loại p tùy ý đề nó biến thành 
mặt cầu S, trong khi biến dạng thì VY — E -+- F và 2-2p 
không thay đồi. Ta sẽ chọn một biến dạng liên tục sao 
cho các đường cong kín Á;, Á¿, Bạ, Đạ,... mà theo đó 
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các quai được nối liên với mặt cầu là trùng với các 
cung của cách phân chia đã cho (H. 138 minh họa qui 
trình đã nêu đối với trường hợp p=2). Hảy giờ ta cắt 
mặt S theo các đường cong À¿, Bạ,... và kéo thẳng các 
quai ra. Mỗi quai có một đầu tự do giới hạn bởi các 
đường cong ¡nới A*, B*,,.., đầu này có số đỉnh và cũng 
cũng bằng với số đã có trên A¿, B„,... tương ứng. 





H. 138. Dùng cho đặc trưng Ơle của các mặt 


Số V—E-L-E không thay đồi trong khi cắt, bởi vì 
không sinh ra các miền mới và số dinh mới sinh ra lại 
bằng số cung mới sinh ra. Sau đó ta tiếp tục biến dạng 
mặt bằng cách ấn cho bẹp các quai thừa ra vào mặt 
cầu. Cuối cùng, ta được một mặt cầu có 2p lỗ. Vì V— 
E +EF bằng 2 đối với mọi sự phân chia một mặt cầu 
đầy đủ, cho nên đối với mặt cầu 2p lỗ của ta thì V — 
E+F=2_—2p. Đẳng thức này dĩ nhiên cũng đúng 
cho mặt cầu có p quai đầu tiên. Hình 121 thề hiện sự 
áp đụng công thức (1) vào mặt S gồm các đa giác phẳng, 
Có thề biến dạng tôpô mặt này thành mặt xuyến tức là 
loại p của nó bằng Í, vì thế 2 — 2p = 2 — 2 = 0. Theo 
công thức (1) ta có:- 

V—E-+-F=l6—32--16=0 

3. Mặt một phia. Mỗi mặt thông thường đều có hai 
phía. Các mặt kín như mặt cầu hoặc mặt xuyến và 
nhữn; mặt có biên chẳng hạn như mặt đĩa hoặc 
mặt xuyến đã tách đi một bộ phận, đều thuộc loại mặt 
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hai phia, Muốn phản biệt dễ dàng hai phia của cùng 
một mặt ta có thẻ tô cho chúng các màu khác nhau: 
Nếu mặt là đóng kín thì khônz nhận thấy được những 
màu khác nhau theo các đường cong đỏ. Giả thứ có 
một con kiến bò trên một mặt như vậy và có một cái 
gì đỏ ngăn cần nó không bò qua các đường biên cong, 
khi đó con kiến luôn luôn ở trên một phía của mắt. 


Miôbiux đã có một phát minh đáng kinh ngạc: có 
những mặt chỉ có một phía. Mặt đơn giản nhất loại đó 
là băng (hoặc lá) Miôbiux. Muốn làm lá Miôbiux phải 
lấy một tờ giấy hình chữ nhật dài rồi dán cá: đầu lại 
sau khi đã uốn nửa vòng như chỉ dẫn trên H.139 (a, b, 
c). Một con kiến bò trên mặt đó nhưng luôn ở giữa 
của băng sẽ quay trở về điềm xuất phát trong trạng 
thái lật ngửa (H.107). Nếu ai muốn chỉ tò màu một 
phía của mặt Miôbiux thì tốt nhất nên nhúng cả lá Mi- 
©biux vào thùng màu. 


Một tỉnh chất đặc biệt khác của mặt Miôbiux là nó 
chÏỉ có một mép: toàn bộ biên chỉ gồm có một đường 
cong kín. Một mặt hai phía thông thường thu được 
bằng cách dán hai đầu băng mà không uốn nó đi sẽ có bai 
đường biên cong khác nhau. Nếu cắt mặt này theo 
đường trung tâm thì nó bị phân chia thành hai mặt cùng 
loại. Nhưng nếu cắt băng Miôbiux theo đường trung tâm 
(xem H. 139) thì nó sẽ không bị chia làm hai phần. Người 
nào chưa từng làm việc với băng Miỏbiux chắc chẩn sẽ 
khó thấy được tình hình này vì nó mâu thuẫn với những 
quan niệm trực giác của chúng ta về những điều 
« phải » xảy ra. Nhưng, nếu ta lạicắt mặt thu được sau 
khi cắt băng Miôbiux theo cách mô tả ở trên (theo 
đường trung tâm) thì ta sẽ có hai băng không liên thông 
kết lại với nhau. 
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Sẽ rất thủ vị nếu | 
ta cất những băng _ LHHHHHUHH THỊ 
đó theo các đường 
song song với biên L7) 
vn ch "Biah một I/8880002716005-2XSAS)Đ) 
khoảng hằng 1/2, 
1/3 v.v... chiều rộng 
của băng. Chắc hẳn, 
mặt Miôbiux cũng 
sẽ cần được nhắc 
đến trong giáo trình 
đừng cho nhà 
trường. Hiên của 
mặt Miôbiux chính 
là một đường 
cong kín đơn giản 
không có nút », 
nó có thê biến 
dạng thành đường tròn, Nhưng phải giả thiết trong quả 
trình biến dạng, mặt sẽ tự cắt nó. Mặt một phía tự cắt 
trong quá trình đó đã được 
biết với tên gọi «lšròx- 
kep » (H.140)”), Đường giao 
nhau ở đây phải đượctính 
hai lần, một lần thuộc về 
một tronzg các lá cắt nhau 
của mặt, một lần khác 
thuộc về lá kia. Cũng như 
mọi mặt một phía khác, 
Krôx—Kep không thê biến 
dạng lien tục thành mặt 
H. 140 Krôx — Kep hai phía (tính chất tôpôö). 





H. 139. L& Miôbiux : a; b,e — Uốn 
cong và dán các băng ; đ ~ Định 
hưởng của các phía. 





(1) Tiếng Anh «Cross-cap » có nghĩa là «cái mũ bàt chéo ® 
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Một điều lạ lùng là có thể biến dạng băng Miôbiux 
2ao cho biên của nó là mọt đường gấp khúc phẳng — 
tức là một tam giác — sao cho băng vẫn còn không tự 
cắt. Mô hình đó do Ö. Tukheeman tìm ra và được về 


H. 141. Băng Miôbiux với bièn thẳng 


và hình khai triền, 





trên H. 14la; biên của 
băng là tam giác ABC 
giới hạn bởi một nửa 
thiết diện chéo hình 
vuông của khối bát 
diện (đối xứng qua 
thiết diện này). Bản 
thn băng gồm sáu 
mặt nửa bát diện và 
bốn tam giác vuông là 
các phần tư của các 


mắt chéo vuông góc của bát diện??), 

Một thí đụ thú vị khác về mặt một phía là e bình Kiêmm ». 
Đó là một mặt kin nhưng lại không chia không gian 
thành phần «trong » và phần « ngoài », trái hẳn với các 


mặi đóng kín ta đã biết. 
Nó tương đương tôpÔ 
với một cặp Krôx — li ep 
có các đường biên 
cong đán lại với nhau. 

Có thể chứng mình 
mọi mặt một phía đóng 
kín loại p= 1› 2... là 





H. 142. Binh Klô¡in 


(1) Cát các mặt ABP và BCQ ra khỏi các mặt của bát diện. 
Gần bốn tam giác OAP, OBP; OGQ và OBQ vào 6 mặt còn lại. Cần 
cất theo đường nối điềm O với điềm đánh dấu bởi bai chữ A 
và C rồi dân các đoạn tương ứng của mép hình khai triền. 
Mép của băng được biều thị bởi các đoạn tô đạm nét (chu vi 


của tam giác ADC} 
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tương đương tòpô với một mặt cầu khi đã lấy di p dĩa 
mà thay thế bằng các Krôx — Kep. Suy ra để dàng đặc 
trưng Ơle V— E-+- Fcủa một mặt như thế có liên hệ 
với loại p bởi hệ thức: 

V—E+F=2— Đp. 

Chứng minh mệnh đề này cũng giống như chứng minh cho 
mặt hai phía. Trước hết ta chứng minh rằng đặc trưng ƠIie 
của Krôx — Kep hoặc của băng Miôbiux bằng O. Muốn vậy, 
ta đề ý rằng nếu cát ngang một băng Miôbiux thì ta được 
một hình chữ nhật có hai đỉnh thừa và một cung thừa, sỐ 
miền vẫn giữ nguyên như đối với băng Miôbiux. Ta đã thấy 
rằng đối với hình chữ nhật thì V — E-+F=1. Do đó, đối 
với băng Miôbiux thì V —E-TLFEF=0. Đề nghị bạn đọc chứng 
mình tỉ mỉ lại đề tập luyện. 

Việc nghiên cửu 

n A 32 Cấu trúc tôpô sẽ 

thuận lợi hơn nếu 

ta dùng các đa 

giác phẳng có các 

A —4 cạnh đồng nhất 
“uyên hóa từng đôi 

A A 4 4 (xem: ứng dụng, 
chương ÏV, mục 

3), Chẳng hạntrên 

sơ đồ của hình 

8 4 ^ z VỀ 143 thì các mũi 
đang “fo6/ux 8¿/nÁ Ä/£rn lên chỉ rố cần 





H. 143. Các mặt đóng kín xác định bàng đồng nhất hóa 
cách đồng nhất hỏa các cạnh hình vuông. những cạnh song 
song nào và theo 
hướng nào : nếu có thể được thì dùng phương pháp vật 
lý, nếu không thề được thì ít nhất cũng bằng suy nghĩ 
trừửu tượng. 
Có thể dùng pnương pháp đồng nhất hóa đề định 
nzhïa các da tạp kín ba chiều tương tự như các mặt 
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H. 144. Định nghĩa mặt xuyến ba LL 145. Một biều tương khác của 
chiều bằng cách đong nhất hóa mặt xuyến ba chiều (những đường 
các mặt hình lập phương. cắt chỉ sự đồng nhất hỏa). 


kin hai chiều. Thi du, khi đồng nhất các điểm tương 
ửng của các mặt đối hình lập phương (H. 144) ta sẽ 
được một đa tạp kín ba chiều gọi là mặt xuyến ba 
chiều. Một đa tạp như thế sẽ tương đương tôpô với 
một miền không gian bao ham giữa hai mặt xuyến 
đồng tâm (một mặt ở trong mặt kia) với sự đồng nhất 
-hóa các điểm tương ứng (II. 145), Quả vậy, ta sẽ thu 
được đa tạp sau cùng này từ hình lập phương nếu ta 
cho trùng nhau s về mặt vật lý học » hai cặp mặt đối. 
nhau « đã được đồng nhất bằng tưởng tượng ›. 


PHỤ LỤC 


*® 1, Bai toán năm màu, Chứng minh bài toán mỗi 
bẳn đồ trên mặt cầu cỏ thề tò được bằng không quá 
năm màu khác nhau, được dựa vào định lý Ơle (một 
bản dö được coi là tò máu đúng nếu không có hai 
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niền nào tiếp giáp nhau theo một cung được tô màu 
giống nhau). Ta chỉ giới hạn ở việc xét những bản đồ 
trên đó tất cả các miền đều là những đa giác đơn giản 
đóng kín giới hạn bởi các cung tròn. Không giảm tính 
'tồng quát, ta có thề giả thử mỗi điềm qui tụ đúng ba 
cung, ta sẽ gọi một bản đö thỏa mãn diều kiện đó là 
một bản đồ chính qui. Ta sẽ thay thế mỗi đỉnh có qui 
tụ quá ba cung bằng một vòng tròn nhỏ và ghép miền 
trong của vòng tròn đó với một trong những miền kề: 
khi đó ta được một bản đồ mới, trong dó các dỉnh 
« bội được thay thế bằng các đỉnh thông thường. Bản 
đồ mới sẽ chứa số miền bằng số miền của bản đồ cũ 
và sẽ là bản đồ chính qui. Nếu đã tô màu đúng thì sau 
đó bằng cách thu hẹp vòng tròn thành một điềm, ta sẽ 
được bản tò màu của bản đồ ban đầu. Bởi vậy, chỉ 
cần chứng minh mỗi bản đồ chính qui trên mặt cầu 
có thể tô bằng năm màu là đủ. 

Trước hết ta chứng minh rằng mỗi bản đồ chính qui 
chứa ít nhất một đa giác với số cạnh nhỏ hơn sáu. Ta 
biều thị n là số miền đa giác n cạnh của bản đồ 
chính qui; khi đó, nếu biêu thị E là số tất cả các miền 
ta có dẳng thức : 

FE=F;+F,+F,+... (1) 
Mỗi cung có bai đầu mút, mỗi đỉnh có ba cung. Hởi 
vậy, nếu biều thị E là số cung, V là số đỉnh trên bản 
đỏ thì ; 


2E — 3V (2) 


Hơn nữa, vì một miền giới bạn bởi n cung có n dỉnh 
và mỗi đỉnh thuộc vào ba miền, cho nên; 


2E = 3V = 2F; + 9F; + 4F, +... (3) 
Theo công thức ƠIe, ta có: 
V—E+F= 2lùù:oặc 6V — 0E + 6E = 12. 
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Từ hệ thức (2) suy ra 6V = 4E; tức là 6F — 2E = 12 

Khi đó các hệ thức (1) và (3) cho ta: 

6F; -+- Fạ + F, +...) —(@F¿ + 3F; + 4F, +...) = 12 

hay (6—2)F; + (6—3)F;¿ + (6—4)F,„ + (6—5)F; + 
+ (6—6)F¿ + (6+ 7)F; +... = 12 


/„c^ 


- 


Z£{£ 





““ “ˆ v⁄ 


H. 146-147. Đề chứng minh định lý Š màu 


Bởi vì ít nhất một trong các số hạng của tổng bên trái 
phải dương, cho nên rõ ràng bốn số E¿„ F;, F,và Fy 
không thể đồng thời bằng không. Đó chính là điều ta 
phải chứng minh. 

Bây giờ ta xét đến định lý năm màu, Giả thử M là 
một bản đồ tùy ý nảo đó trên mặt cầu, n là số tất cả 
các miền của nó. Ta biết rằng có ít nhất một miền có 
#ố cạnh nhỏ hơn sáu. 

Trường hợp 1. M chứa miền A có 2, 3 hoặc 4 cạnh 
4H. 146). Trong trường hợp này ta lấy đi một cùng 
ngăn cách A với một trong những miền kề (ở đây cần 
chú thích thêm như sau: nếu miền A có bốn cạnh, thì 
có thể xảy ra một trong các miền kề cũng là kề với 
.A ở cạnh đối diện nếu đi xung quanh miền đó. Trong 
trường hợp nảy, dựa vào định lý Jorđan thì hai miền 
kề với hai cạnh còn lại sẽ khác nhau, ta có thề lấy đi 
một trong hai cạnh này). Bản đồ À1' thu được cũng là 
chính qui nhưng chỉ có n— 1 miền. Nếu có thề tô M' 
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bằng năm màu thì cũng có thề tó màu bản đồ AM như 
thế. Thực vậy bốn miền lớn nhất của bản đồ M kề với 
A, vì thí A bao giờ cũng có màu thứ năm. 

Trường hợp 2. M chứa miền A có năm cạnh. Xét năm. 
miền kề với A và biều thị chủng là B, C,D, E và FE. 
Trong năm miền này bao giờ cũng tìm được hai miền 
không kề nhau. Thực vậy, chẳng hạn nếu B và D kề 
nhau thì suy raC không kề với E, không kề với F, bởi 
vì nếu trái lại thì mọi đường đi từ € đến E hoặc đếnF 
phải đi qua ít nhất một trong các miền A, B hoặc D 
(H. 147). Rö ràng khẳng định này phụ thuộc rất nhiều 
vào định lý Jorđan đúng cho mặt phẳng và mặt cầu. 
Trái lại, đối với mặt xuyến thì tất cả lập luận trên 
đều không dùng được. Có thể giả thử € và F không kề 
nhau. Ta lấy đi hai cạnh gián cách A với € và F, khi 
đó ta được bản đồ mới M' với n — 2 miền cũng là 
chính qui. Nếu bản đồ mới AJ' tô được bàng năm màu 
thì cũng có thề tô màu bản đồ M như oậu. Quả vậy, 
sau khi khôi phục lại các cạnh đã lấy đi thì miền A 
sẽ kề với năm miền được tô bằng không quá bốn màu 
(bởi vì C€ và F được tô cùng màu) và bởi thế bao giờ Á. 
cũng được tỏ bằng màu thử năm, 


Như vậy, trong mọi trường hợp có thể cho ứng mỗi 
bản đồ chính qui M có n miền với một bản đồ M°' cũng. 
chính qui có n—1 hoặc n—2 miền sao cho nếu M' tô 
được bằng năm màu thì M cũng vậy. Có thể lặp lại 
lập luận đó với bản đồ M' v.v... Kết quả cho.ta được. 
một dãy bắn đồ mà số hạng đầu tiên làM: M,M'?,M''.... 
có tính chất là mỗi bản đồ của dãy eó thề tô bằng năm 
màu nếu bản đồ tiếp sau nó có thề tô được như thế. 
Nhưng vì số miền trong các bản đồ của đãy này giảm 
đi, cho nên sớm hay muôn sẽ xuất hiện trong dãy mội. 
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bản đồ có năm miền (hoặc ít hơn). Hao giờ cũng có 
thể tô một bản đồ như vậy bằng không quá năm màu. 
Chứng minh được kết thúc ở. đây. 


Còn phải lưu ý rằng chứng minh có tính chất « kiến 
thiết»: nó cho ta một phương pháp thực hiện được, 
dù rằng có thề khá vất vả, đề sau một số hữu hạn bước 
tìm được màu cần thiết cho một bản đồ M có n miền, 


+2. Định lý Jordan cho trường hợp da giác Định lý 
Jorđan khẳng định mỗi đường cong kín đơn giản Ö 
chia các điềm của mặt phẳng không thuộc Ö thành bai 
miền (không có điềm chung) mà bản thân C là đường 
biên chung, Ơ dây ta sẽ chứng minh định lý cho một 
trường hợp riêng khi Ö là một đa giác kín P. Ta sẽ 
chứng tổ các điềm của mặt phẳng (ngoài những điềm 
ở ngay trên chu tuyến của P) được phân chia thành 
hai lớp A và B có các tính chất sau đây: 

1) Có thề nối hai điềm thuộc cùng một lớp bằng một 
đường gấp khúc không có điềm chung vời Ð. 

2) Nếu hai điềm thuộc về hai lớp khác nhau thì mọi 
đường gấp khúc nối hai điềm này đều cắt P. Một lớp 
tạo thành « miền trong » của đa giác; lớp kia gồm những 
điềm «ở ngoài » đa giác, Đề chứng minh, ta chọn một 
hưởng xác định nào đó trong mặt phẳng, khỏng song 
song với một trong các cạnh của P, Vì P có một số 
hữu hạn cạnh nên điều đó bao giờ cũng làm được. Sau 
đó, ta xác định các lớp Á và H như sau: Một điềm P 
sẽ thuộc về lớp A nếu một tia đi qua điềm đó theo 
hưởng xác định cắt P ở một số chăn các diềm (0,2, 4, 
6-..) Điềm p sẽ thuộc về lớp B nếu một tia vẽ từ p theo 
hướng xác định sẽ cắt P ở một số /¿ các điềm (1, 3, 
Đao 

Cần bồ sung thêm nếu tia đang xét đi qua một đỉnh 
bất kỳ của P thì đỉnh này có được coi là giao điềm của 
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tia với P hay không tùy theo các cạnh xuất phát từ 
đỉnh đó của đa giác P ở về hai phía khác nhau hay ở 
cùng một piia của tia.Ta qui ước nói rằng hai điểm p và q 
œó cùng một «tinh chẵn» nếu chúng thuộc về cùng. 
một trong hai lớp A và B. Trước hết, ta lưu ý rằng 
mọi điềm của đoạn thẳng không cắt P sẽ có cùng một 
tinh chẵn. Quả vậy, tính chẵn của một điềm p di động 
trên một đoạn thẳng như thế sẽ biến thiên giống như 
khi tỉa tương ứng đi qua một trong các đỉnh của P 
nhưng, nếu lưu ý đến điều thỏa thuận của chúng ta về: 
cách tính số giao điềm _ 
thì đễ thấy rằng tính ` SEEEEETERDERNS 
chẵn của mỗi một trong “SN ~ 
hai trường hợp có thê 
xảy ra là không thay 
_ đồi. Từ đỏ suy ra, nếu 
nõi một điềm pị nào 
đó của miền 4 oới mói 
điềm pạ nào đó của miên ` 
B bằng một đường gấp H. 148. Tính số giao điềm. 
khúc thì đường này tất phải cắt P. Nếu không như vậy 
thì tính chẵn của mọi điềm của đường gấp khúc, nóš 
riêng của các điềm py và pz,„ sẽ bằng nhau. Hơn nữa, 
ta sẽ chứng minh rằng có thể nối hai điềm thuộc cùng 
một trong hai lớp A và B bằng một đường gấp khúc 
không cắt P. Ta biều 
thị hai điềm đã cho là 
p và q. Nếu đoạn 
thẳng pq nối p và q 
không cắt P thì không 
còn phải chứng minh 
_ gì nữa. lTrái lại, giá. 
H. 149. Dùng cho chứng minh thử p' là giao điềm tung 
định lý Jorđan nhất, q` là giao đim 
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thứ bai của đoạn thẳng pq với đa giác P (lI. 149). Tai 
vẽ một đường gấp khúc bắt đầu từ điềm p và rnột 
đoạn thẳng theo hưởng của pq và kết thúc trưởc điềm 
p°; từ đấy đường gấp khúc sẽ đi dọc theo P (kuông 
phân biệt một trong hai hướng có thể), đi như thế cho 
đến khi gặp lại pq một lần nữa tại lân cận điềm q'. Vấn 
đề là ở chỗ, nó cắt đường thẳng pq ở trên đoạn p'q” 
hoặc trên đoạn pq. Nếu hai điềm r và s rất gần nhau 
nhưng ở về hai phía khác nhau của một trong các cạnh 
của đa giác P thì chúng có tỉnh chẩn khác nhau, bởi vì 
một trong những tỉa phát xuất từ các điềm đó (theo: 
hướng xác định) sẽ có với P nhiều hơn tỉa kia một 
giao điềm. Rõ ràng tỉnh chẵn thay đồi khi ta di động 
theo pq và đi qua điềm q°. NghÏa là « đường đi» gấp 
khúc được ghi trên hình về bởi nét đứt đoạn sẽ quay 
trở lại pq ở khoảng giữa p` và q, bởi vì p và q (do đó 
mọi điềm trên «đường đi đang xét») sẽ có cùng một 
tính chăn. 


Hởi thế, định lý Jordan đã được chứng minh cho 
trường hợp đa giác. « Miền ngoài » của đa giác P sẽ là 
những điềm thuộc vào lớp A; quả vậy, nếu di chuyền 
khả xa theo một tia nào đó có hướng xác định thì tất 
nhiên, ta sẽ đi đến một điềm không có giao điềm với P 
và mọi điềm như vậy sẽ thuộc vao lớp A, tức là tính 
chẵn của chúng bằng 0. Như vậy, cỏ thể kết luận các 
điềm thuộc lớp B là các điểm « trong ›. Dù đa giác kín 
ÐP có rắc rối đến như thế nào, ta luôn nhận ra được dễ 
dàng một. điềm p cho trước ở trong hay ở ngoài nó. 
Chỉ cần vẽ từ p một tia và đếm số các giao điềm của 
tia đó với P., Nếu số đó là lể thì p nằm bên trong và 
không thể vượt ra ngoài nếu không cắt P, Nhưng nếu 
số đó là chẵn, thì điềm p ở ngoài đa giác P (đề nghị 
kiềm tra lại điều đó ở trên H. 148). 
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Sau đây là tư tướng của một chứng minh khác của 
định lý Jordan cho trường hợp đa giác. Ta định nghĩa 
bậc của điềm pạẹ đối với đường cong kin C© (không đi 
qua điềm pạ) là số vòng quay! đầy đủ do mũi tên (vectơ) 
thực hiện từ p đến pọ; khi điềm p di động suốt đọc 
đường cong ©. 


Sau đó, giả thử A là tập hợp các điềm pạ (không Ở 
trên Ð) có bậc chẳn đối với P, còn B là tập hợp các 
điềm pạ có bậc /¿ đối với P, Trong trường hợp này À 
và B theo thứ tự là miền «ngoài» và miền « trong » 
của P. Bạn đọc có thể thực hiện tỉ mỉ chứng mình này 
đề luyện tập. 


* 3, Dịnh lý đại số cơ bản. Định lỷ cơ bản khẳng định 
rằng nếu hàm số í(z) có dạng 


Í(Z) — z" + aa_2Z°~! +} an_s7°-# +}... Ác aiz ao (1) 


trong đỏ n > 1 và a,-; 8n_›; ‹..; A¡, 8, là những số phức 
tùy ý, thì tồn tại một số phức ø sao cho f(«) = 0. Nói 
cách khác, frong trưởng số phức thì mọi phương trình 
đại số đều có nghiệm (dựa vào định lý này, ta đã đi đến 
kết luận xa hơn: một đa thức f(z) có thê phân tích 
được thành n thừa số tuyến tính: 


f(2) = (2 — s0 (ø — 8).. (2 — su), 

trong đó sự, 2;¿,..., ø. là các điềm không của Íf(z). Đặc 
biệt, có thề chứng minh định lý này cũng như định lý 
Braue về điểm bất động bằng những kiến thức tôpô. 
Bạn đọc nhớ lại rằng số phức là một ký hiệu dạng 
X + yi trong đó x và y là các số thực, còn ký hiệu i có 
tính chất i?== — 1. Số phức x -+-yi được biêu diễn bởi 
một điềm (x,y) trong mặt phẳng tọa độ vuông góc. Nếu 


(1) Tất nhiên, cần lấy số này theo ý nghĩa đại số tức là có 
tính đến hưởng của phép quay‹- 
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ta đưa tọa độ cực vào mặt phẳng này, lấy gốc tọa độ 
làm cực, hướng dương của trục x là trục cực, thì ta có 
thể giết: 


zZ = X + yỉ = r (cos0 + isin8) 


trong đó r = Ƒx?-+ y2. Từ công thức Moavrơ suy ra 
ngay z" = r° (cosn9 + isinn9). Từ đó, rõ ràng là nếu 
một số phức z vạch nên một đường tròn bán kinh r có 
tâm ở gốc tọa độ, thì z" sẽ vạch đúng n lần đường tròn 
bán kinh r". Ta còn nhở mỏdun của z (biều thị bởi [z |) 
chính là khoảng cách từ z đến Ö và nếu z° = x' + yÏï thì 
|z—z'| là khoảng cách giữa z và z'. Sau đây ta bắt 
đầu chứng minh định lý. 

Giả thử đa thức (1) khỏng có nghiệm, tức là với một 
số phức z bất kỳ thì f(z) © 0. Nếu z¿ vạch nên một 
đường cong kin nào đó trong mặt phẳng x, y thì f (2) 
vạch nên một đường cong kin G không đi qua gốc tọa 
độ (H. 150). Có thề định nghĩa bậc của điềm 0 đối với 
hàm số f (2) theo đường cong kín C là số vòng quay 
đầy đủ mà một vectơ đi tử O đến một điềm f (z) trên 
đường cong G đã thực 
hiện khi z di chuyền 
theo suốt đường cong 
C. Ta chọn đường cong 
C là đường tròn tâm (Q) 
bán kính t và biều thị 
 (t) là bậc của điềm 
O đối với hàm số f (z) 
theo đường tròn tâm O 
bán kính t Tất nhiên, 
(0) =0 bởi vì đường 
tròn bán kính O thu về 


một điềm và đường  H.1s0. Chứng minh định lý 
cong cũng thu về đại số cơ bản 
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mọt điềm £ (0) + 0. Nếu ta chứng mình với t dủ lờn 
hàm số ọ (L bằng n thì trong đó đã có chứa mâu thuần 
bởi vì, một mặt thì bậc œ(t) phải là một bàm số liên 
tục của t (vi f (z) là hàm số liên tục của z); mặt khác, 
hàm ø (1) chỉ có thề lấy giá trị nguyên vi thể không 
thề chuyên từ giá trị O đến giá trị n một cách liên tục. 
Ta còn phải chứng minh vời giá trị t đủ lớn thì ø () = n, 


Muốn vậy, ta lưu ý rằng nếu bán kính đường tròn t 
thỏa mãn các bất đẳng thức 


t>lvàt >l®sal+la;|l+‹. +lAaa_:Ì› 


thì 
[f (Z2) — z*"|[ =lI8a_12°—! +an-;z®”? + ¿. + Áo | < 
<Xl2-2_,l.1Z[?®7L+|a, ;[.1z|° ?-+.. +las,l= 
=. [la I+ 5L TC +à. + th | < 


<P"![†ana.rl-tl a,s.sl + «. + la¿[]<t?=l?)!: 

Biều thức vế trái chính là khoảng cách giữa các 
điềm z" và f (z2), biều thức vế phải của bất đẳng thức 
chính là khoảng cách từ điềm z„ đến gốc tọa độ. Từ đó, 
ta thấy rằng đoạn thẳng nối các điềm z" và Í (z) sẽ 
không đi qua gốc tọa độ nếu điềm z nằm trên đường 
tròn bán kinh t có tâm ở gốc tọa độ. Trong trường hợp 
này, có thề biến dạng đường cong vạch nên bởi điềm 
f (t) thành đường cong vạch nên bởi điềm z" không đi 
qua gốc, bằng cách đời hình liên tục mỗi điềm f (z) tới 
điềm tương ứng z" theo một đoạn thẳng. Trong đó: 
bậc của gốc chỉ có thề nhận các giá trị nguyên. Đồng 
thời, trong biến dạng nó phải biến thiên liên tục, 
nghĩa là đối với cả hai hàm f (z) và z° thì nó như nhau. 
Vì đối với z^ nó bằng n cho nên đối với f (z) nó cũng 
có giá trị đó. Chứng mỉnh kết thúc. 
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CHƯƠNG VĨ 


HÀM VÀ GIỚI HẠN 


MỞ ĐẦU 


Các phần quan trọng nhất của toán học hiện đại tập 
trung quanhkhải niệm hàm và giới hạn, Trong chương 
này chúng ta sẽ thử phân tích có hệ thống những 
khải niệm đó. 

Những biêu thức như x? -+ 2x — 3 sẽ không có giá 
trị bằng số xác định nếu không chỉ ra giá trị bằng số 
của x. Người ta nói rằng giá trị của một biêu thức như 
vậy là hàm của giá trị x và XIẾL: 

x? + 2x — ð =Í(*) 
Chẳng hạn, nếu x—2 thì 2? -+ 2. 2— 3=5, hay 
f(2) = 5. Cũng bằng cách thay thế trực tiếp như vậy, 
có thề tìm được giả trị của hàm f(x) với các giá trị 
nguyên, phân, vô tỉ và thậm chí với cả giá trị phức 
của x, 

Số cả¿ số nguyên tố nhỏ hơn n là hàm x(n) của số 
nguyên n, Khi cho trước giá trị của số n thì giá trị 
của hàm z (n) được xác định, dù rằng ta chưa biết một 
biều thức đại số nào đề tính nó. Diện tích tam giác là 
hàm của các độ đài ba cạnh cũa tam giác, nó thay đồi 
theo các cạnh và xác định nếu độ đài các cạnh xác 
định, Nếu mặt phẳng chịu một biến đổi xạ ảnh hoặc 
tôpô, thì các tọa độ của điềm sau phép biến đồi phụ 
thuộc vào các tọa độ ban đầu của điềm; chúng là các 
hàm của những tọa độ ban đầu. Khái niệm «hàm» 
xuất hiện mỗi khi các đại lượng được liên kết với 
nhau bởi một hệ thức vật lý xác định bất kỳ. Thể tích 
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khí trong xy lanh là hàm của nhiệt dộ và áp suất tác 
dụng lên pittông. Ấp suất của khi quyền lên quả cầu 
không khí là hàm của độ cao quả cầu so với mực nước 
biền. Một loạt các hiện tượng có chu kỳ — chuyền 
động của thủy triều, đao động của sợi dây đàn căng, 
srr truyền các sóng ánh sáng phát ra từ một sợi dây 
nung nóng — được « chỉ phối » bởi các hàm lượng giác 
sin+z và cosz đơn giản. 

Đối với bản thân Leâybnitx (1646 — 1716) là người 
đầu tiên đưa ra thuật ngữ hàm» và đối với các nhà 
toán học thế kỷ XYVIII thì tư tưởng tương quan hàm 
được đồng nhất hóa ở mức độ nhất định với sự tồn tại 
một công thức toán học đơn giản biểu thị chính xác 
tương quan đỏ. Quan niệm như thế là quá hẹp so với 
những yêu cầu do vật lý — toán đề ra. Khái niệm 
« hàm » cùng với khái niệm « giới hạn» vì thế đã phải 
chịu đựng những sự mở rộng và trau chuốt kéo dài. 

Trong chương này, ta sẽ phác lai ngắn gọn quá 
trình đó, 


§ 1‹ BIẾN ĐỘC LẬP VÀ HÀM 


1. Các định nghĩa và thí dụ, Không ít khi ta phải làm 
việc với các đối tượng toán học mà ta sẽ chọn một 
cách tự do theo cách của mình tử một tập hợp 5Š nào 
đó. Trong những trường hợp như vậy thì đối tượng 
được chọn cỏ tên là öišn còn tập hợp ŠS có tên là miền 
biến thiên của biến đó. Các biến được biều thị bằng 
các chữ cuối của vần chữ cái. Chẳng hạn, pếu biểu thị 
tập hợp tất cả số nguyên là Š thì biến X trong mien S 
biều thị cho một số nguyên nào đó. Ta nói ‹biến X 
chạy qua tập hợp Š» với ý nghĩa là, ta có thê đồng 
nhất biến X với một phần tử bất kỳ của tập hợp S. 
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Khái niệm biến được áp dụng tiện lợi nếu ta muốn 
phát biểu một khẳng định đối với các phần tử có thê 
chọn tùy ý trong tập hợp số nguyên. Chẳng hạn, nếu 
S biều thị tập hợp #ố nguyên, còn X và Y biều thị các 
biến trong miền S thì công thức : 

X+Y=ỲY~>X 
là một biều thức ký hiệu tiện lợi biều thị cho sự kiện 
tồng hai số nguyên tùy ý không phụ thuộc vào thứ tự : 
các số hạng. Một trường hợp riêng được biểu thị bởi 
đẳng thức: 2 + 3 = 3 + 2 cỏ chứa các số không đồi. 
Nhưng, nếu muốn biêu thị một qui luật tồng quát đúng 
cho mọi cặp số thì phải sử dụng các ký hiệu có ý nghĩa 
của các biến, Không nhất thiết miền S của biến X phải 
là một tập hợp số. Chẳng hạn, ŠS có thể là tập hợp tất 
cả hình tròn trên mặt phẳng: lúc này biến X biều thị 
một hình tròn cá thể bất kỳ. Hoặc Š có thê là tập hợp 
tất cả các đa giác kín trên mặt phẳng và bây giờ, X là 
một da giác cá thể tùy ý. Cũng không cần miền 
biến phải chứa vô số phần tử. Thi dụ, X có thề biều 
thị một người riêng biệt trong nhân dân Š của một 
thành phố cho trước tại một thời điềm nhất định. Hoặc 
ÄX cũng có thề biều thị một số dư tùy ý trong những 
số dư có thề có trong phép chia một số nguyên cho 5, 
trong trường hợp này miền S chỉ gồm năm sỐ: 0, 1, 2, 
3, 4, 

Biến bằng số là trường hợp quan trọng nhất, Trong 
trường hợp này ta thường đùng chữ x — đó là trường 
hợp mà miền biến S là một đoạn (khoảng) nào đó 
a < X< b của trục số thực X. Ở đây ta nói x là biến 
liên tục (thực) trong đoạn đang xét. Miền biến thiên 
của biến liên tục có thể trải rộng đến vô hạn. Chẳng 
hạn 3 có thề là tập hợp (tất cả số thực x > 0 hoặc thậm 
chí là tập hợp tất cả số thực không loại trừ số nào‹ 
Tương tự, ta có thề khảo sát một biến X mà giá trị 
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của nó là các điềm của một mặt phẳng hoặc của một 
miền nào đó của mặt phẳng như miền trong của một 
hình chữ nhật hoặc hình tròn chẳng hạn, Vì mỗi điềm 
của mặt phẳng được xác định bởi hai tọa độ (x, y) lấy 
trên hai trục xác định nào đó, cho nên trong trường 
hợp này ta thường nói đến một cặp biến số thực (hiên 
tục) z 0à. 

Có thể xảy ra trường hợp, ứng với mỗi giả trị của 
biến X cỏ một giá trị xác định của một biến khác Ũ, 
Lúc đó Ù được gọi là hàm của biến X. Phương pháp 
nhờ đó U liên hệ với X được biểu thị bởi ký hiệu U = 
= F(X) (đọc là: U bằng F của X). Nếu X chạy trên tập 
hợp Š thì biến U sẽ chạy trên một tập hợp khác gọi là 
T chẳng bạn. Thí dụ, nếu Š là tập hợp các tam giác X 
trên mặt phẳng, thì có thề hiều hàm U = F(X) là chu 
vi của một tam giác X đang xét, do đó T sẽ là tập hợp 
tất cả các số dương. Ta nhấn mạnh rắng hai tam giác 
khác nhau X; và X¿ có thể có chu vi bằng nhau, tức là 
E(X) = F(X;¿) có thề xây ra khi Xị z⁄ Xạ Phép biến 
đồi xạ ảnh một mặt phẳng Š thành một mặt phẳng 
khác T nào đó sẽ cho ứng với mỗi điềm X của mặt 
phẳng Š một điềm duy nhất U của mạt phẳng T theo 
một qui tắc xác định. Ta có thề biều thị nó bởi kỷ 
hiệu hàm U = F(X). Trải ngược với thí dụ trước, ở thí 
dụ này ta luôn có F)X¿y) < E(X¿) nếu Xị +© Xạ. Ta nói 
rằng ánh xạ của mặt phẳng SŠ lên mặt phẳng T là đơn 
trị hai chiều hoặc một — một. 


Một hàm có biến liên tục thường được xác định bởi 
một biều thức đại số. Có thề dùng các hàm sau đây 





làm thí ấu: =xi:ú ~ <Ó¿ uU= L : 
x 1-+x2 


Trong các biểu thức đầu và cuối thì x có thề chạy 
trên tập hợp tất cẢ các số thực, còn trong biều thức 
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thứ hai thì x có thể chạy trên tập hợp tất cả số thực 
trừ số'0 (giá trị 0 bị loại vì ký hiệu 1/0 không phải là 
một số). 

Số B (n) các thừa số nguyên tố của số n là một hàm 
số của n, trong đón chạy trên tập hợp các số tự 
nhiên, Nỏi chung, một đẩy số bất kỳ a,, a¿, a;... có thể 
xem như tập hợp các giá trị của hàm U = E (n) nào 
đó mà miền biến thiên của biến độc lập là tập hợp số tự 
nhiên. Đề viết cho gọn ta sẽ-biều thị số hạng thứn của 
dãy bằng ký hiệu a„ thay cho việc dùng ký hiệu hàm 
tường mỉnh E(n). Các biều thức đã nói đến trong 
chương Ï: 


Sín =142221+3 +. + n= TT), 


2 
Sun) = 12?-L 23 -†. 32 +... -} nề =— n(n--1) (2n-+-1) l 
6 
Sa(n) = 1Ê -L 22 -+ 32 --... -_ n2=— — 13 


là những hàm của biến số nguyên n. 


Giả thử cho trước hệ thức U = E (X); biến X được 
gọi là biến độc iập, biến U được gọi là biến phụ thuộc 
vì giá trị của nó phụ thuộc vào việc lựa chọn giá trị 
của X, Có thể xảy ra trường hợp chỉ có một giá trị của 
biến U tương ứng với mọi giá trị của biến X, tức là 
tập hợp T gồm có một phần tử duy nhất. Lúc này ta 
gặp một trường hợp đặc biệt, biến U thực chất không 
thay đồi, U không đồi (hằng số). Ta sẽ đưa trường hợp 
này vào khải niệm hàm tổng quát tuy rằng có thê là lạ 
lùng đối với người bắt đầu học bởi vì cái cơ bản trong 
tư tưởng hàm là sự biến thiên của biến U (khi thay đồi 
biến X). Nhưng không sao, vì thực tế là rất cóich nếu 
ta coi hằng là một trường hợp đặc biệt của biến mà 
« miền biến thiên › của nó có một phần tử duy nhất, 
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Khải niệm tương quan hảm có một ý nghĩa đặc biệt 
không những trong bản thân toán học «thuần tủy » 
mà cả (rong những ứng dụng thực tế của nó, Các định 
luật vật lý không có gì khác chính là sự biêu thị của 
phương pháp mà qua đó những đại lượng này phụ 
thuộc vào những đại lượng khác, có khả năng biến đồi 
như thế này hoặc như thế khác. Chẳng hạn, độ cao của 
âm thanh sinh ra bởi dao động của dây đàn phụ thuộc 
vào độ dài, vào trọng lượng và vào độ căng của dây; 
áp suất của kbi quyền phụ thuộc vào độ cao; năng 
lượng của viên đạn phụ thuộc vào khối lượng và vận 
tốc của nó, Nhiệm vụ của vật lý là xác định chính xác 
hoặc gần đúng bản chất của các tương quan tương 
tự như vậy. 

Nhờ khái niệm hàm ta có thề nêu đặc trưng chính 
xác về mặt toán học của chuyên động. Nếu bình dung 
một phần tử chuyền động được tập trung vào một 
điềm nào đó trong không gian có tọa độ vuông góc x, 
y,⁄ còn biến t là thời gian thì chuyền động của phần 
tử đó sẽ hoàn toàn được xác định bởi việc cho các 
tọa độ x,y,z là hàm số của thời gian: x:= f (t), y =g()» 
z = h(). 

Có thể lấy sự rơi tự do của một phần tử theo phương 
thẳng đứng đưởi tác dụng của trọng lực làm thí dụ. 
Trong trường hợp này ta có: x—=0,y= 0, z= — 1/2g, 
trong đó ø là gia tốc trọng trường. Nếu phần tử quay 
đều theo đường tròn đơn vị trong mặt phẳẩnz (x,y) thì 
thì chuyền động của vật được đặc trưng bởi hàm: 

X = COSot, yÿy = sinut, 
trong đó œ là số không đôi (được gọi là vận tốc góe 
của phép quay). Cần phải hbiều một hàm toán học là 
một qui luật chi phối sự phụ thuộc lẫn nhau giữa các 
biến, không hơn không kém. Không nên biều khái 
niệm hàm là sự tồn tại một cái gì gần với « nhân quả » 
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trong các quan hệ giữa biến độc lập và biến phụ thuộc. 
Dù rằng trong ngôn ngữ sinh hoạt thì thuật ngữ 
«tương quan hàm » gẵn chặt với ý nghĩa sau cùng này. 
nhưng chúng ta sẽ tránh kiểu thể hiện có tính chất 
triết học đó. Chẳng hạn, định luật Bôilơ, nói về chất 
khí trong bình kin ở một nhiệt độ không đồi, khẳng 
định tích của áp suất chất khi p với thê tích v của nó 
là một đại lượng không đồi bằng c (giá trị này phụ 
thuộc vào nhiệt độ) : pv = c. 

Hệ thức này có thê giải ra đối với p, cũng như đối 
với v: 
hoi 
Đ 
ở đây, không nên coi sự biến đôi thể tích là «nguyên 
nhân› của sự thay đồi về áp suất; cũng như không 
nên coi sự thay đồi áp suất là « nguyên nhân ›» của sự 
thay đôi thê tich. Đối với nhà toán học, cải quan trọng 
chỉ là hình thức của sự tương ứng (liên hệ) giữa hai 
đại lượng biến thiên mà ông ta khảo sát. 


p= < hoặc v= 
Y 


Nên lưu ý có sự khác nhau về cách xử lý khái niệm hàm 
giữa các nhà toán học và các nhà vật lý học. Các nhà toán 
học thường nhấn mạnh qui luật của sự tương ứng. đến phép 
toán cần áp dụng vào giá trị của biến độc lập x đề tìm được giá 
trị của biến phụ thuộc u. Với ý nghĩa đó thì f(x) là ký hiệu 
của mót phép toán, giả trị u = f (x) là kết quả của việc áp 
dụng phép toán f vào số x‹ Nhà vật lý học thường chủ ý 
đến bản thân đại lượng u hơn là chú ý đến qui trình toán học 
nhờ đó có thề tìm được giÁ trị của u từ giá trị x. Chẳng 
hạn lực cản u của không khí vào vật chuyền động phù 
thuộc vào vận tốc v của chuyền động, có thề tìm được 
nó bằng thực nghiệm không phụ thuộc vào việc biết 
hay không mỘt công thức toán bọc đề Pinh u. Vật lý 
quan tâm trước hết đến lực cản có thực chứ không phải 
là một công thức toán học f(x) nếu như công thức này không 
giúp ich gì cho việc phân tích dáng diệu của đại lượng tu‹ 
Cách xem xét như vậy thường có ở những người áp dụng 
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toán học vào vật lý hoặc ở những nhà kỹ thuật, Trong mỘt 
số phần của giải tích toán học, đôi khi đề tránh nhầm lẫn; 
người ta phân biệt rất rõ khi nào ký hiệu u = f (x) biều thị 
phép toán f áp dụng vàu x đẻ tìm u hoặc biều thị bản thân 
đại lượng u mà đại lượng này về phần nó có thề xem như 
phụ thuộc (một cách hoàn toàn khác) vào một biến khác Z. 


Thí dụ, diện tích hình tròn được cho bởi hàm u=f (x) = ®x? 
s 


? 
trong đó x là bán kinh; nhưng cũng có thề viết u=g(2) = PP 


với ¿ là chu vi đường tròn. 


Một đa thức có dạng: 

= Í(x) = 8ạ + 8X + 8¿ X? +... + anX”; 
với hệ số » a„, a,..., a, là các hằng số, là một loại 
hàm một biến đơn giản nhất. Sau đó là các hảm hữu 
†Ì chẳng hạn: 

s=g=j u— +1, 

—X. 1-.Lxt. xé-} 3x? +5 

là tỉ số của các đa thức, rồi đến các hàm lượng giác 
cosx, sinx, tgx = sinx/cosx được xác định tốt nhất bằng 
đường tròn đơn vị trong mặt phẳng (E; n) với É? + n = 1. 
Nếu một điềm P (E,) chuyền động theo đường tròn đó 
và nếu x là một góc có hưởng phải quay nửa trục 
dương x đề nó trùng với bán kinh OP thì cosx và sinx 
là các tọa độ của điềm D: cosx = Ê, sỉinx = 1. 

2. Số đo radian của góc. Trong mọi áp dụng thực tế 
thì góc được đo bằng những đơn vị thu được khi chia 
góc vuông ra một số phần bằng nhau. Nếu số phần này 
là 90 thì đơn vị đo gọi là «độ» thông thường. Phép 
chia góc ra 100 phần gần với hệ thập phân của ta, 
nhưng nguyên tắc đo vẫn như trước. Trong các áp 
dụng lý thuyết ta thường dùng một phương pháp khác 
hẳn đề xác định đại lượng góc thuận tiện hơn, gọi là 
phép đo bằng rađian. Trong hệ đo này, nhiều côn§ 
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thức quan trọng chứa các hàm số lượng giác của góc 
sẽ có dạng đơn giản hơn so với hệ đo bằng độ. Muốn 
tìm số đo rađian của một góc, ta về hình tròn có tàm 
ở đỉnh, có bán kính bằng 1. Độ dài cung s của phần 
đường tròn nằm giữa các cạnh của góc được gọi là số 
đo rađtan của góc, Vì độ dài toàn bộ đường tròn bán 
kinh 1 bằng 2x, cho nên góc «đầy » 3609 có số đo 2= 
rađian. Do đó, nếu biều thị x là số đo rađian của góc; 
y là số đo bằng độ của nó thì x và y liên hệ với nhau 








bằng hệ thức —— — ha — 180x. Chẳng hạn, 

ø hệ 360 > ) ÂU AC Aa- quan 
90x bị 

óc 900 (y = có số đo rađian x — ——— =-—. Mặt 

6 Lê áo báu TTIYNEEN- Hy 


khác góc 1 rađian (góccó số đo rađian là x= Í) là một 
góc ở tâm chẳn cung có độ dài bằng bán kính đường 


tròn; số đo độ của góc đó là y = N.. 57,2957... độ. 
Tt 


Muốn đổi từ số đo rađian x sang số đo độ y, phải 





nhân x với số . Số đo rađian x của một góc nào 


đó cũng bằng hai lần điện tích A của hình quạt do 
hình đó tạo ra từ hình tròn đơn vị. Thực vậy, điện 
tích đó so với diện tích cả hình tròn như độ đài cung 


so với độ dài cả đường tròn: tạ—= = Hi, vậy thì x=2A. 
T 74 


Hay giờ ta coi góc x là góc có số đo rađian là x. Đề 
cho rõ ràng ta sẽ biểu thị góc có số đo độ bằng x là x0, 
Sau này, ta sẽ thấy rõ thuận lợi của việc dùng số đo 
rađian trong các phép toán giải tích khác nhau. Song, 
cần phải thừa nhận trong ứng dụng thực tiễn thì nó 
không tiện lợi. Thực thế, vì œ là số vô tỉ cho nên ta 
không thề đặt bao nhiêu lần góc đơn vi (tức là góc có 
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số đo rađian bằng 1) trên hình tròn đơn vị đề nó quay 
trở về vị trí ban đầu. Đối với phép đo thông thường 
thì cứ đặt 360 lần một đô hoặc 4 lần chín mươi độ, ta 
quay trở về vị trí xuất phát. 

3. Đò thị của hàm — Hàm ngược. Thường thường, 
đặc trưng của một hàm được thể biện rất rõ qua một 
đồ thị đơn giản. Nếu (z, u) là các tọa độ trên mặt 
phẳng có hai trục vuông góc thì bàm tuyến tỉnh 
u = ax + b sẽ được biều thị bởi những đường thẳng; 
các hàm bậc hai u = ax? -+_ bx + c được biều thị bởi 
các parabôl; các hàm u = 1/x được biểu thị bởi các 
hypebol v.v... Theo định nghĩa thì đồ £hj của một hàm 
u = f(x) nào đó bao gồm tất cả các điềm của mặt phẳng 
mà các tọa độ (x, u) của chúng liên hệ với nhau bởi 
phương trình u = Í(x). Các hàm sinx, cosx, tgx được 
biều thị bởi các đð thị trên H. 151 và H. 152. Những 
đồ thị này phản ảnh một cách trực quan hàm tăng 
hoặc giảm khi x biến thiên. 

Một trong những phương pháp quan trọng đề đưa 
vào các hàm mới là như sau. Xuất phát tử một hàm 
F(X) đã biết nào đó, có thê giải phương trình U= E(ŒÄX) 
đối với X sao cho X được biều thị như một hàm của 
U:X =G(U). Khi đó hàm G(Ù) được gọi là hàm ngược 
của hàm F(X). Quá trình này chỉ dẫn đến kết quả đơn 
trị trong trường hợp hàm Ù = F(X) xác định ánh xạ 
một — một từ miền biến X lên miền biến U, tức là 
nếu bất đẳng thúc X; +© X; bao giờ cũng kéo theo bất 
đẳng thức F(X) + E(X;). Chỉ với điều kiện này thì mỗi 
giá trị của U mới tương ứng với một giá trị duy nhất 
của X. Ta nhở lại một thí dụ đẩä nêu trước đây, trong 
đó biến độc lập X là một tam giác bất kỳ của mặt phẳng 
còn hàm U = F(X) là chu ví của nó, Tất nhiên, một 
ánh xạ như vậy của tập hợp S các tam giác lên tập hợp 
T các số dương là không một — một, bởi vì có vô số 
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tam giác khác nhau có cùng một chu vi. Trong trường 
hợp này, hệ thức U = F(X) không thể dùng đề xác 
định đơn trị một hàm ngược. Mặt khác, hàm m = 2n 
trong đó n chạy trên tập hợp Š tất cả các số nguyên, 
còn m chạy trên tập hợp T' các số chăn sẽ cho tương 
ứng một — một giữa hai tập hợp và hàm ngược n= m/2 
sẽ được xác định. Để có một thí dụ khác về ánh xạ 
đơn trị ta xét hàm u = x2. Khi x chạy trên tập hợp tất 
cả số thực, u cũng chạy trên tập hợp tất cả số thực và 
chỉ nhận mỗi giá trị một lần. Hàm số ngược được xác 
định đơn trị trong trường hợp này có dạng x=Ÿu. 
Với hàm u = x2? thì hàm ngược sẽ không xác định đơn 
trị. Quả vậy, do u = x? = (—x)? cho nên mỗi giá trị 
dương u sẽ tương ứng với hai giá trị khác nhau (tạo 
ảnh) của x. Nếu biều ký hiệu Vu (như ta thường quan 
niệm) là số dương mà bình phương của nó là x? thì 
hàm ngược x = Vu là tồn tại nếu như ta qui ước chỉ 
xét các giá trị dương của x và u, 

Sự tồn tại hàm ngược có thể xác nhận được khi ta 
nhìn vào đồ thị của hàm đã cho, Hàm ngược tồn tại 
và đơn trị khi mỗi giá trị của u chỉ tương ứng với một 
giá trị của x. Về mặt hình học thì điều đó nghĩa là 
không có đường thẳng nào song song với x cắt đồ thị 
tại quả một điềm. Điều này sẽ xảy ra khi hàm tu = Í(x) 
đơn điệu, tức là hoặc luôn luôn tăng hoặc luôn luôn 
giảm (khi x tăng), Chẳng hạn nếu hàm tu = Í(x) là tăng 
hầu khắp nơi thì khi x; < xạ ta luôn có u, = Í(x¿j) < 
< tạ = Í(x;). Do đó, ứng với một giá trị u cho trước 
không có quá một giá trị x đề cho u = f(x) và hàm 
ngược sẽ được xác định đơn trị. Đồ thị hàm ngược 
x= g(u) thu được từ đồ thị đã cho bằng một phép 
quay 180% xung quanh đường thẳng chấm chấm 
(H. 151) sao cho vai trò của trục x và trục y dồi chỗ 
cho nhau. 
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H. t1ðIi Đồ thị hàm số xvínx và cosx 


q ờ 





H. †52. u tgx H. 153. u = xŸ 


Vị trí mới của đồ thị sẽ biều diễn x là hàm của u,. ở 
vị trí ban đầu, đồ thị chỉ giá trị u là độ cao so với trục 
hoành x, sau khi quay đồ thị mới thu được chỉ giá trị 
x là độ cao so với trục hoành u. 
Có thề minh họa những lập luận của mục này qua 
thi dụ của hàm: 
U = tỹx. 


Hàm này đơn điệu trong khoảng — > <X< Ks 


(H. 152): các giá trị u luôn luôn tăng đồng thời với x, 
nó biến thiên tử - co đến -+- œ, do đó, rõ ràng hàm 
ngược x = g(u) được xác định với mọi u. làm đó 


được biểu thị là arctgu. Như vậy arctg (1) By Tào 


tg —— = 1. Đồ thị y — arctgu được về trên H. 155. 
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4. Các hàm hợp Một phương pháp quan trọng thử 
hai đề tạo các hàm mới từ hai hay nhiều hàm cho 
trước (d sự (qo thành các hàm hợp («sự hợp thành»). 
Chẳng hạn, hàm 


uU = Ÿ (x) —= VI +x? 
được « hợp thành » tử hai hàm đơnz = g(x) = 1 +. xi 
và u = h (z) = Ÿz và có thề viết như sau: 
u = [() = h [gŒ)] 


Tương tự, hàm u= Ï(x) = _¬_. được hợp thành từ 


V1 — x2 
ba hàm ; 





-.—.~.-.=Á“Tm~.._-=S<se 





H. 154. Các hàm ngược nhau 
z—= g(x)= 1— %9, œ = h(2) = Ý z và u = k(o) [— 


—-Ì, tức là có thề viết „= f(x)— k[h[g(x]}. 


œ 


Hàm u = f(x) = sin cc được hợp thành từ hai hàm 
x 


z = g(X) —= — và u= h (z2) = sỈnz. 


Hàm f (x) = sin1/x không xác định khi x == 0 bởi vì khi 
X = 0 thì biều thức l/x không có nghĩa. Đồ thị của hàm đặc 
biệt này có một mối liên hệ nào đó vởi đồ thị hình sin- Ta 
hiết sinz = 0 khi z = k#z, trong đó k là số nguyễn bất kỷ- 
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Ngoài ra 


+ 
1 khi z = (Ák + NÓNG 
sỉn # = 


+ 
—1 khi z = (4k—1) — 


2 
trong đó k là số nguyên tùy ý. Do đó ta có: 


mm. 
0 khixX=T—g 





1- 2 
sin —— = |1 khi x =— 
` (4k+1) ?® 
2 
="m....=. 
| (Ak-:1)® 


Nếu ta đặt liên tiếp k = l, 2, 3,4... thì mẫu số của các 
phân số đó sẽ tăng vô hạn, do đỏ mà các giá trị x tại đó hàm 
sỉin l/x có giả trị 1, — 1, 0 sẽ càng ngày càng đòn vào lân cận 
điềm x — 0. Giữa mỗi điềm như vậy và gốc sể luôn luôn có 
một số lượng vô hạn các dao động. Đò thị của hàm số này 
được về trên H.1ð56. 


5. Tính liên tục Đồ thị các hàm đã xét cho ta một 
biểu tượng trực quan về một tính chất gọi là tính liên 
tục. Chúng ta sẽ cho định nghĩa chính xác khái niệm 
đó ở §4 sau khi đã đặt cơ sở logic chặt chẽ cho khái 
niệm giới hạn, Ở đây ta chỉ giới hạn trong việc diễn 
đạt có tính chất mỏ tả, ta nói rằng một hàm số là liên 
tục nếu đô thị của nó là một đường cong trơn không 
« đứt đoạn» ở đâu cả. Muốn giải thích một hàm u = 
= Í(x) là liên tục hay không liên tục fqi điềm + — 4; 
ta sẽ cho biến độc 
lập x tiến dần liên 
tục đến giá trị Xi 
tử bên phải và từ 
bên trái. Khi đó 
giá trị của hàm 
u = f(x) thay đồi 
nếu như hàm đó 
H.155. x — arctgu không phải là hẳng 
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số trong làn cận điễm xị. Nếu giá trị của hàm f(x) dần 
vô hạn đến giá trị í(x¡) của hàm số lại điềm x = x, dã 
chọn (« dần tới giới hạn [(xị)») không phụ thuộc vào x 
tiến đến xị (ử phiđ nàu hau phía khác thì ta nói rằng 
hàm Í(x) liên (ục tại điềm xạ. Nếu điều này xảy ra tại 
mỗi điểm xị thuộc một khoảng nào đó thì ta nói rằng 
hàm là liên tục trong khoởng đó. 

Dù rắng mỗi hàm số có đồ thị trơn là liên tục, nhưng 
cũng dê xác định được những hàm không phải là liên 
tục ở mọi nơi, 


“` 
lỊ 


H. 156. u = sin —— 
X 


đậ. 
2 + 
H.157. Sự gián đoạn H.158. Sự gián doận ra xa vôtận 
bằng “bước nhảy ® 
Thí dụ, hàm trên H.157 xác định với mọi giá trị của 
x theo công thức: 


f(x) —1-+x khi x > 0 
f(x) =— — 1 + khi x <0 


1á—2051 209 
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gián đoạn tại điềm xị = 0, tại đó nó có giá trị—1. Nếu 
vẽ đồ thị của hàm số này bằng bút chỉ thì ta nhận thấy 
rằng tại điềm đó ta phải nhấc bút chì khỏi tờ giấy. Khi 
ta đi dãn đến giá trị x; = 0 thì f(x) đần tới +1. Nhưng 
giá trị này khác với giá trị của hàm số tại chính điềm 
đó, tức là —1. Sự kiện hàm f(x) tiến tới —1 khi x tiến 
tởi 0 từ bên trái chưa phải là đủ đề xác nhận tính 
liên tục. 

Hàm f(x) xác định với mọi giá trị x nhờ công thức 
f(x) = Ö với x -© 0, (0) = 1 khi x;—=0 có sự gián đoạn 
kiều khác. Ở đây có cÃ giới hạn bên phải bên trái và 
các giới hạn đó bằng nhau nhưng giá trị giới hạn 
chung đó khác f(0). Hàm số u = Í(x) = 1/x2 mà đồ thị 
vẽ trên H.158 còn thể hiện một kiêu gián đoạn khác tại 
điềm x = 0. Nếu cho x dần tới 0 từ bất cứ phía nào thì 
u cũng dần tới vô bạn nhưng đồ thị của hàm 4 đứt 
đoạn › tại điểm đó, mỗi sự thay đồi nhỏ của biến độc 
lập x trong lân cận điềm x = 0 kéo theo sự thay đồi 
rất lớn của biến phụ thuộc u. Nói cho đúng thì giá trị 
của hàm không xác định khi x — 0 vì ta không xem vô 
hạn là một số; bởi thế không thẻ nói hàm f(x) « dần 
tới vô hạn » khi x dần tới 0. 

Cuối cùng, sự gián đoạn của hàm số u = sinl/x tại 
điềm x = 0 lại có đặc tính hoàn toàn khác (H. 156). 

Những thi dụ vừa nêu thể hiện một số trường hợp 
điền hình khác nhau của hàm không liên tục tại một 
điềm x = xị nào đỏ. 

1) Có thể xảy ra trường hợp hàm sẽ trở thành liên 
tục tại điềm x = x, nếu ta làm cho nó xác định hoặc 
thay đồi giả trị xác định của nó tại x = xạ. Thí dụ, 
hàm tu = x/x không đồi bằng 1 với x z 0, không xác 
định khi x — 0 vì 0/0 không có nghĩa. Nhưng nếu ta 
qui ước rằng giá trị u = Í cũng tương ứng với giá trị 
x =0 thì hàm được «mở rộng» như vậy sẽ liên tục 
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tại mọi điềm. Cũng sẽ đạt được kết quả như vậy nếu 
ta thay đồi giá trị của hàm tại x = Ö trong thi dụ thứ 
hai vừa dẫn; thay cho f(0) = 1 ta đặt f(0) = 0. Gián 
đoạn loại này gọi là gián đoạn khử được. 


2) Hàm dần tới các giới hạn khác nhau tùy theo x dần 
tới xị tử trái hay từ phải (như H. 157). 

3) Không có giới hạn ở cả hai phía (như H. 156). 

4) Hàm dần tới vô hạn khi x dần tới x; (như H. 158). 

Các gián doạn thuộc ba loại sau gọi là gián đoạn (hực 
sự hoặc gián đoạn khóng khử được: chúng không thể 
bị khử nhờ cách xác định giá trị của hàm tại chỉ một 
điềm x = Xị. 

* 6, Hàm nhiều biến Ta trở lại xét một cách hệ thống 
khái niệm hàm. Nếu biến độc lập D là:một điềm của 
mặt phẳng với các tọa độ x, y và nếu mỗi điềm P tương 
ửng với một số duy nhất u (cbẳng hạn, u có thể là 
khoảng cách từ điềm P đến gốc tọa độ) khi đó ta viết: 


=f@Œ.y) 

Cách biều diễn này cũng được dùng trong trường hợp 
hai đại lượng x và y đã được chỉ ra một cách tường 
minh như là các biến độc lập bởi chỉnh các giả thiết 
của bài toán, Thi dụ, áp suất u của chất khi là hàm số 
của thể tích x và nhiệt độ y, diện tích u của tam giác 
là hàm số u = f(x,y,z) của độ dài ba cạnh x,y,z của nó. 

Cũng như đồ thị cho biều điễn hình học của hàm 
một biến, có thể thu được biều tượng hình học của 
hàm u = Í(x,y) hai biến dưới dạng một mặt trong 
không gian ba chiều với các biến x,y,u là các tọa độ. 
Ta cho ứng một điềm (x,y) trong mặt phẳng x, y với 
một điềm của không gian có các tọa độ x,y và u —=Í(x,y). 
Như vậy u = Vĩ — x? — y^ được biều diễn bởi một nửa 
mặt cầu có phương trinh u? -L x” -+- y2 = 1. Hàm tuyến 
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tỉnh u = ax -_ by + c được biều điển bởi một mặt 
phẳng, Hàm u = xy được biều diễn bởi một mặt para- 
boloid, hypebolic v.v... 





H. 159. Nửa mặt cầu H. 160 Paraboloid 
hypebolic 


Cũng có thể cho một biều tượng khác nữa của hàm 
= Í(x,y) mà không vượt ra khỏi giới hạn của mặt 
phẳng x, y nhờ đưởng mức (đường nằm ngang). Đảng 
lẽ Khảo sát « phong cảnh » ba chiều của mặt u = f(x, y) 
trong không gian ba chiều thì ta lại về các « đường mức» 





H.161. Mặt dạng == f(x,y) 


H.162. Các đường mức 
của mặt biều điễn trên H.161 


(thường làm như vậy trên các bản đồ địa lý) của hàm, 
Chúng là những hình chiếu trên mặt phẳng x, y của 
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tất cả các điềm của mặt có cùng một khoảng cách u 
theo đường thẳng đứng tới mặt phẳng x, y. Những 
đường này có phương trình dạng f(x,y) =c©, trong dó 


“ 
$, £ b 
H.163. Các đường mức H. 16t. Paraboloid quay- 


của mặt u = x + y 


€ ià không đồi dối với mỗi đường cong. Chẳng hạn như 
hàm u = x -L- y được đặc trưng bởi hình 163. Đường 
mức của mặt cầu là một họ các đường tròn đồng tâm. 
Hàm tu = x? -+- y? tương ứng với một paraboloid quay 
cũng được đặc trưng bởi những đường tròn (H. 164) 
Có thề chỉ độ cao u — c bởi các số ghi bên cạnh mỗi 
đường cong. Các hàm nhiều biến được gắp trong vật 
lý khi mô tả chuyền động của một môi trường liên tục 
hoặc những sự vật kéo đài tùy ý. Ta xét một sợi dây 
đàn căng giữa hai điềm trên trục x, sau đỏ biến dạng 
nó sao cho một phần tử có toa độ x bị kéo lên khỏi 
trục một khoảng nhất định nào đó, Nếu buông dây ra 
thì nó sẽ chuyền động, tức là bắt đầu dao động, khi đó 
một điểm (phần tử) của dây với tọa độ ban đầu x tại 
thời điềm t sẽ cách trục x một khoảng u = f(x,t). Chuyển 
động của dây đàn sẽ được xác định hoàn toàn nếu biết 
hàm u = Ẩ(x, t). 
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Định nghĩa tính liên tục đối với hàm một biến sẽ được 
trực tiếp phát triỀn trên hàm nhiềubiến. Ta nói hàm 
u = í (x,y) là liên tục tại điềm x = X;, y = y, nếu giá 
trị f (x,y) luôn luôn dân tới giá tri f (x;, y¡) khi điềm 
(x, y) dần tới điềm (x;, yị) theo mọi phương hướng, 
bằng mọi cách. 

Tuy nhiên, có sty khác biệt quan trọng giữa các hàm 
một biến và hàm nhiều biến. Trong trường hợp nhiều 
biến thì khái niệm hàm ngược mất ý nghĩa, vì ta không 
thể giải phương trình u = f(x, y) (chẳng hạn phương 
trình u = x -+L y) sao cho mỗi biến độc lập x và y biều 
thị được chỉ bằng mỏi biến u. Nhưng sự khác biệt này 
sẽ mất đi nếu ta khảo sát các biến đồi hoặc các ánh xạ‹ 

*7 Ham và biến đòi. Sự tương ứng giữa các điểm của 
mọt đường thẳng l nào đó (được đặc trưng bởi tọa độ 
x trên đường thẳng đó) và các điềm của một đường 
thẳng l' (được đặc trưng bởi tọa độ x') không cỏ gì 
khác là hàm x' := f(x). Trong trường hợp tương ứng là 
đơn trị hai chiều thì cũng có hàm ngược x —=g(x`). Hiến 
đồi xạ ảnh là thí dụ đơn giản nhất. Trong trường hợp 
tồng quát nhất nó được cho bởi một hàm phân thức 
tuyến tinh có đạng: 
aX — b 
cx + đi. 
trong đé a, b, c, d là các hằng số (ở dây ta thừa nhận 
không chứng minh). 





xì =Í(x)= 


—dx'°-Lb 
cx`— a 
Nếu ta thiết lập một ánh xạ của mặt phẳng r với hệ 
tọa độ x, y lên một mặt phẳng khác ` với hệ tọa độ 
x'), y` thì hệ thức giữa các điềm không thề cho được 
bằng mọt hàm x° = f(x). Ở đây phải xét đến hai hàm 
hai biến : 


Trong thí dụ này, hàm ngược có dạng x = 


x` = Í(x, y); Y` =g(%, Vy). 
214 


http://tieulun.hopto.org 


Chẳng hạn, một biến đổi xạ ảnh được cho bởi một 
hệ thống các hàm 

x3 -+- by +€ 

gx + hy +k 

,„__ dx-oey-+rÏÍ 

øx +- hy + k 
trong đó a, b,.. k là các hằng số, còn x, y và x), y' là 
các tọa độ tương ứng trong hai mặt phẳng. Bày giờ thì 
ảnh xạ ngược lại có ý nghĩa. Ta phải giải hệ phương 
tình đã cho đổi với x và y sau 
khi biểu thị chứng là x' và y* 
Về mặt hình học thì điều này 
dẫn tới việc thực hiện một ánh. 
xạ ngược của mặt phẳng œ' lên 
mặt phẳng x. Ảnh xạ này sẽ 
được xác định một cách đơn trị 
nếu tương ứng giữa các điềm 





+ của hai mặt phẳng là một—một. 
H. 165. Cán đường Những biến đồi của mặt phẳng 
mức tương ứng đä được nghiên cửu trong tôpô 


không những chỉ được cho bằng 
các phương trình đại số mà nói chung còn được cho 
bởi một hệ tùy ý hai hàm: 
x' = ÏÍ(%, y) 
y` = gŒ%, ÿ) 
với điều kiện chúng xác định một biến đồi một — một 
và liên tục hai chiều. 


§ 2. GIỚI HẠN 
1. Giới hạn của dãy a„. Như đã thấy trong §1, định 
nghĩa tính liên tục của một hàm được dựa vào khái 
niệm giới hạn. Cho đến bây giờ ít hay nhiều ta đã 
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dùng khái niệm đỏ dườởi hình thức trực giác. Trong 
phần này và các phần sau ta sẽ đưa khái niệm đó vào 
một cách hệ thống hơn. Ta bắt đầu với việc nghiên cứu 
các dãy vì dãy phần nào đơn giản hơn hàm có biến 
liên tục. 


lrong chương II ta đã nghiên cửu các dãy số aa và 
nghiên cứu giới hạn của chúng với điều kiện n tăng vô 
hạn hoặc « dần tới › vô hạn. Thí dụ, dãy cỏ số hạng 
1 ¡1 † 1 

—= ——., lạ —— ys —— pos°%5°, CB g số 1 

tỒng quát a„ : 1 TỐT „vn (1) 
khi n tăng vô hạn có giới hạn 0; 1/n—>0 khi n => œ(2). 
Ta sẽ cố gắng biêu thị chính xác ý nghĩa đó. Khi càng 
đi xa theo đẩy, ta thấy các số hạng càng ngày càng nhỗ, 


Sau số hạng thứ 100 thì các số hạng đã nhỏ hơn ¬ng” 


sau số hạng thứ 1000 thì đã nhỏ hơn 1/1000 v.v... Không 
có số hạng nào bằng 0. Nhưng nếu ta đi theo dấy (1) 
đu za thì ta có thể tin chắc ràng mỗi số hạng của nó 
sẽ khác 0 nhỏ bao nhiêu cũng được. Trong sự giải 
thích này còn một điều băn khoăn là ý nghĩa của các 
từin nghiêng chưa hoàn toàn rõ ràng. « Đủ xa» và 
« nhỏ bao nhiêu cũng được › nghĩa là gì? Nếu tc cho 
chúng những ý nghĩa chính xác thì sẽ có được ý nghĩa 
chính xác của khải niệm giới hạn của một dãy, 

Một thể hiện hình học sẽ giúp ta giải đáp vấn đề. Nếu 
ta biều diễn các số hạng của dãy (1) bằng những điềm 
tương ửng trên trục số thì ta nhận thấy các số hạng 
của dãy « tập trung › lại lân cận điềm O. Ta chọn trên 
trục số một đoạn I nào đó có tâm ở điểm O và có độ 
dài 2z sao cho đoạn trải trên khoảng cách c từ mỗi phía 
của điềm O. Nếu (ta lấy c = 10, thì tất nhiên mọi số 
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hạng a„ = 1/n của dãy sẽ nằm trong đoạn I, Nếu ta lấy 
c== 1/10 thì một số số hạng sẽ nẩm ngoài đoạn l, 
Song, mọi số hạng bắt đầu từ a¿; tức là 

: | 1 1 


sẽ nằm trong I. Thậm chỉ khi e = T80) thì chỉ có một 


nghìn số hạng đầu tiên không nằm trong đoạn I, còn 
thì vô số hang bắt đầu tử ax¿s;¿ như Aloox 3ioo2, Aiooas-s‹ 
đều ở trong đó. Rồ ràng lập luận này đúng với mọi số 
dương c. Nếu đã chọn trước số dương e, thì dù nó nhỏ 
như thế nào, bao giờ ta cũng chọn được số nguyên đủ 
lỏn N sao cho 1/N < c. Do đó, mọi số hạng an của dãy 
-mà n >N đều nằm trong đoạn I, chỉ có một số hữu 
hạn số hạng a¡, a;... ay_, nằm ngoài đoạn I. Những 
mốc cơ bản ở đây là: đầu tiên, độ dài dcạn I được xác 
định bằng cách chọn c. Sau đó có thể chọn số nguyên 
thích hợp N. Quá trình lựa chọn ban đầu số z và lựa 
chọn số nguyên N tiếp sau có thê thực hiện được với 
mọi e đương tùy ý không phụ thuộc vào độ nhỏ của 
nó, chính điều này đã tạo nón ý nghĩa chính xác của 
khẳng định « mọi số hạng cỏa dầy (1) sai khác 0 một 
lượng nhỏ bao nhiêu cũng được nếu như ta đi đủ xa 
theo dãy đó », 

Tóm lại: Giả thử e là số dương tùy ý. Ta có thể chọn 
một số NÑ nguyên dương sao cho mọi số hạng a, của 
đấy (1) với n >N đều nằm trong đoạn I đài 2: và tâm 
ở điềm 0, Đó là ý nghĩa của hệ thức giới hạn (2). 

Dựa vào thi dụ trên, bây giờ ta có thê nêu định nghĩa 
chinh xác của khẳng định tông quát sau đây: cedäy số 
thực ai, a¿› a¿... có giới hạn A». Ta bao hàm số a bên 
trong một đoạn I nào đó của trục số ; nếu đoạn đó nhỏ 
thì một số các a, có thê nằm ngoài đoạn nhưng khi n 
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đủ lớn (n >N) thì mọi số a„ phải nằm trong đoạn Í. 
Tất nhiên, có thề phải chọn số nguyên N rất lớn nếu 
đoạn I đã chọn khá nhỏ, song dù đoạn I nhỏ bao nhiêu 
cũng tồn tại số N vì ta giả thiết rằng dãy có giới hạn. 

Sự kiện dãy a, có giới han a được biểu thị bằng ký 
hiệu như sau : 

lim ag = a khi n -> « hoặc đơn giản 
aa > a khi n + œ hoặc lim aạ = A. 
n—»eo 
Nếu một dãy có giới hạn theo ý nghĩa ,vừa nêu thì được 
gọi là dãy hội tụ. Định nghĩa tính hội tụ của một dãy 
aa có thể phát biểu chặt hơn như sau: 

D ay dạ, d,... gọi là có giới hạn a khin tăng 0ó hạn 
nếu uới mỗi số dương e tùu ý nhỏ có thề cho tương ứng 
một số nguyên đương N (phụ thuộc 0uào c) sao cho bãi 
đủng thức a — dạ < c (3) được thực hiện uới mọi n > Ý. 


Đó là một diễn đạt tồng quát, c€trừu tượng » của khái 
niệm giới hạn của một dãy. Nếu người nào lần đầu 
tiên gặp định nghĩa này mà chưa nắm được hoặc chưa 
hiều hết nội dung của nó thì là điều rất bình thường. 
Tiếc thay, các tác giả một số sách đã đứng trên lập 
trường gần như theo lối phô trương, đã trình bày với 
bạn đọc định nghĩa này mà không có sự chuẩn bị chu 
đáo, dường như là một sự hạ cố đề giải thích vấn đề 
thấp hơn chân giá trị của toán học, Ở mọi mức độ nào 
đấy, định nghĩa đòi hỏi sự thảo luận giữa hai người 
A và H. A nêu yêu cầu: đại lượng a cho trước phải 
gần các số a„ sao cho sai số không vượt quá giới bạn 
e =e¡. B trả lời yêu cầu đó bằng cách chỉ ra có sự tồn 
tại một số nguyên N —=N; sao cho mọi an đứng $au 
ax, thỏa mãn điều kiện nêu ra. A đề ra yêu cầu mới 


với e nhỏ hơn : e — cạ. B một lần nữa lại thỏa mẫn yêu 
cầu đó bằng cách chọn ra được một số nguyên lởn 
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hơn N = N¿ có tính chất tương tự v.v... Nếu B có thề 
thỏa mãn A trước mọi yêu cầu dù nhỏ bao nhiêu mà 
A đề ra thì ta có một tình thể có thể biểu thị ngắn 
gọn bằng hệ thức a„ — a. 

Có một khó khăn nhất định về mặt tâm lý trong việc 
hình thành một biều tượng đúng đắn về khái niệm giởi 
hạn. Trực giác của chúng ta đòi hỏi một tư tưởng 
« động » của giới hạn xem như là kết quả của một quá 
trình «chuyền động»: ta đi theo dẩy số nguyên l1, 2, 
3...n,... và quan sát hành vi của dẩy a,. Ta chờ đợi 
#8ố aa phải càng ngày cảng ít khác với số a. Nhưng 
quan điềm (tự nhiên › đó không thích hợp với srựr diễn 
đạt rõ ràng về mặt toản học. Muốn đạt tới một định 
nghĩa chính xác, cần phải đảo ngược quá trình lập 
luận: đáng nhề phải chú ý trước tiên đến biến độc 
lập nạ rồi mới chú ý đến biến a„, ta phải đặt cơ sở cho 
định nghĩa của ta vào vấn đề: cần làm gì nếu như ta 
muốn kiềm tra được về thực chất khẳng định a, — a. Với 
tình hình như vậy, trước hết ta phải chọn một đoạn 
tùy ý nhỏ chứa a rồi xem xét vời việc chọn n dủ lớn, 
liệu có thể làm cho a, rơi vào khoảng đó hay không, 
Sau đó bằng cách đưa vào các ký hiệu c và N đề biều 
thị «một đoạn tùy ý nhỏ» và «n đủ lớn», ta sẽ đạt 
đến định nghĩa chỉnh xác của giới hạn. 

Bây giờ ta xét đến một thí dụ khác, dãy: 

3 3 4n 
2)”3°4°5" 7 °n+1” 
trong đó aa = .. Ta khẳng dịnh lim aa=—= 1. Nếu 








‹ce 


chọn một khoảng có tâm ở điềm 1 và lấy se = nọ thì 


khi chọn N = 10, ta sẽ thỏa mãn yêu cầu (3). Thực vậy : 


0<=i_-- PB. _n+i-n._._Ÿ <g khi n> 10. 


n~+Í n-+©l1 n-EÍ 
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Nếu với yêu cầu cao hơn, ta chọn s = ¬= thì với 
1000 


NÑ = 1000 yêu cầu sẽ được thỏa mãn. Cứ tiếp tục như 
vậy, đối với số dương es tùy ý đã chọn, ta cũng thoa 
mãn được yêu cầu, bằng cách chọn số nguyên Ñ bất 


kỳ lớn hơn _ ,„ Quá trình này bao gồm, một là, việc 
£ 


chọn một khoảng nhỏ tùy ý có độ dài 2e xung quanh 
số a và, hai là, việc chứng minh mọi số hạng của dãy 
a„ cách a nhỏ hơn e nếu như ta đi theo dãy đó đủ xa, 
tức là sự mô tả tỉ mỈ sự kiện a„ —> a. Nếu các số hạng 
của dãy a,, a¿,... được biểu thị dưới dạng các phản 
số thập phân vỏ hạn thì khẳng định lim a, = a biều 
thị rằng, với mọi số nguyên dương m thì m chữ số 
đầu tiên của số a, sẽ trùng với m chữ số đầu tiên của 
dạng thập phân vô hạn của số a nếu như đã chọn n 
đủ lớn, bằng NÑ khá lớn nào đó (phụ thuộc vào m), 
Điều này thật giản đơn và tương ứng với việc chọn e 
dưới dạng 10—"”. 

Còn có một định nghĩa khác rất gợi cảm của khái 
niệm giới hạn. Nếu lim aạ = a và nếu ta bao hàm 
số a trong khoảng I, thì dù khoảng Ï nhỏ bao nhiều; 
tất cả các số a„ với n lớn hơn một số nguyên khá lửn 
nào đó N sẽ nằm trong khoảng I, tức là có không quả 
một số hữu hạn NÑ — 1 số hạng trong các số hạng sau: ' 


8ịa 8v; Ba; se... NT lo 
có thề nằm ngoài đoạn I. Nếu đoạn ÏI rất nhỏ thì số NÑ 
có thề rãi lớn, chẳng hạn bằng 100 hoặc thậm chí 
1000 tỷ, cũng chỉ có một số hữu hạn các số hạng của 
dãy nằm ở ngoài đoạn I; đồng thời vô số số hạng còn 
lại sể rơi vào trong khoảng I. Có thể qui ưởc nói về 
các số hạng của một dãy vô bạn nào đó như sau: 
«hầu hết» sác số hạng có mội tính chất nào đó trong 
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khi chỉ có một số hữu hạn số hạng (đù số đó lớn đến 
đâu‹ cũng không quan trọng) không có tính chất ấy. 
Chẳng hạn như « hần hết » các số nguyên đương là lớn 
hơn 1000000000000. Dùng thuật ngữ đó ta thấy khẳng 
định lim aa = a tương đương với khẳng định sau đây: 

Nêu ÏI là một khoảng tàu Ú có tâm ở điềm a thì hầu 
hết các số q, nằm trong khoảng nàu. 

Nhân đây ta lưu ý rằng không cần thiết phải đòi hỏi 
mọi số hạng a,„ của dãy có giá trị khác nhau. Nói riêng, 
hoàn toàn có thể thừa nhận được một số nào đó hoặc 
vô số, thậm chí một số an có thể bằng giá trị giới hạn 
a. Chẳng hạn, việc xét dãy số a, = 0, a;=—Ũ,..., 
8n =0..., là hoàn toàn hợp lý và giới hạn của nó tất 
nhiên là 0. 

Như đã nói, đãy a, có giới hạn a được gọi là dãy 
hói tụ. Dãy không có giới hạn được sọi là dãy phán kỳ. 

Nếu trong dãy aạ, các số hạng đều tăng sao cho sớm 
hay muộn trở nên lớn hơn một số K cho trước tùy ý 
thì ta qui ước nói rằng dạ đần tới pó hạn và viết là 
lim an = œ hoặc a, >ce. Thí dụ: n?-» co và 2" —> ca, 
Thuật ngữ này, tuy có chỗ tiện lợi nhưng chưa nhất 
quán về ký hiệu, = không được xem như một số. .Mội 
dãu dần tới pô hạn được xem là dầu phân kỳ. 

Người bắt đầu học thường mắc sai lầm cho rằng 
việc chuyền qua giới hạn khi n -> œ có thề được thực 
hiện bằng cách thay thế đơn giản n = ©œ vào biểu thức 


số hạng tồng quát an. Chẳng hạn, l/n —> 0Ö vì ` = 0, 
Nhưng ký hiệu œ không phải là một số, việc dùng nó 
trong biều thức _ là không hợp pháp. Ý định coi giới 


hạn của dấy, là số hạng « cuối cùng» của dẩy a„ khi 
n = œ sẽ không đạt được mục đích và làm mờ thêm 
nhận thức đúng đẫn bản chất của vấn đề. 
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Â, 4a 3 


H. 166. Dãy giới nội đơn điệu. 


2, Các dãy đơn điệu. Trong định nghĩa tổng quát về 
tính hội tụ và giới hạn `không có các yêu cầu về đặc điềm 
dần tới giới hạn a của dẩy hội tụ a,, a¿, 4¿... Một kiều 
dần tởi đơn giản nhất, được thực hiện bởi các dãy gọi 
_ - - l1 2 3 n 
là dãy đơn điệu. Thi dụ : dãy 2 4 ng” 
Mỗi số hạng của dãy lớn hơn số hạng đứng trước nó. 
Thực vậy: 











n+-©1 1 
3u„+1 — — 

n+2 n+2 
>li— } = l, = 


n-+ Í na -+- Í 
Một dãy như thế, trong đó a,„¿¡ > an được gọi là dãy 
đơn điệu tiến. Tương tự, một dãy mà a„ > ay¿; chẳng 
hạn như 1, 1/2, 1/3... được gọi là dãy đơn điệu lùi. Các 
dãy thuộc hai loại này chỉ có thể dần tới giới bạn tử 
một phía: «từ trái» hoặc «tử phải». Ngược lại, có 
những dãy «giao động», chẳng hạn — 1, 1/2, —l/3, 
1/4... Dãy này dần tới giới hạn 0 «tử cả hai phía ». 
Dãy đơn điệu có các tính chất đặc biệt đơn giản. 
Một dãy loại đỏ có thề không giới nội và tăng lên vô 
hạn, như dấy 1, 2, 3, 4,... trong đó aa = n hoặc dây 
2, 3, 5, 7 11, 13... trong đó an là số nguyên tố thứ n(pn). 
Trong trường hợp này, dãy dần tới vô hạn. Nhưng, 
nếu một dãy đơn điệu tiến là giới nội, tức là nếu mỗi 
số hạng của nó nhỏ hơn một cận trên B nào đó cho 
trước thì, bằng trực giác ta thấy rõ ràng dãy phải dần 
tới một giới hạn a xác định nào đó không vượt quá 
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số B. Ta sẽ phát biều tình hình này thành một ngưiyên 
lý của các dầu đơn điệu - Mội đầu đơn điệu tiến b¡ chặn 
trên sẽ hội tụ đén một giới hạn (đối với dãy đơn điệu 
lùi bị chặn dưới cũng có một khẳng định tương tự). 
Có điều đặc biệt là giả trị của giới hạn a không được 
cho biết trước; định lý khẳng định nếu các giả thiết 
nêu ra được thực hiện thì giới hạn tồn tại, Tất nhiên 
định lý này chỉ đúng với điều kiện trước đó phải đưa 
vào số vô tỉ. Nếu không, nó sẽ khòng phải bao giờ 
cũng đúng. Thực vậy, trong chương II, ta thấy mỗi số 
vô tỉ (ƒ2 chẳng hạn) là giới hạn của một dãy đơn 
điệu và giới nội gồm các phân số thập phân hữu tỉ được 
tạo nên khi cắt đuôi một phản số thập phân vô hạn 
sau chữ số thử a, 


“ Tuy rằng các nguyên tý về dãy đơn điệu là hoàn toàn 
hiền nhiên về mặt trực giác và được xem như một chân lý 
tuyệt đối, nhưng không có gì ngăn cẩn ta (thậm chí còn rất 
có ích) chứng minh nó hoàn toàn chặt chẽ theo phong cách 
hiện đại. Muốn vậy phải chứng tỏ rằng nguyên lý này là kết 
luận logic của định nghĩa số thực và định nghĩa giới hạn. 

Giả thiết các số ag a2. a3... lập thành một dãy đơn điệu 
tăng nhưng giới nội: Ta có thề biều thị các số hạng của đẫy 
dưới đạng những phân số thập phân vô hạn: 

a1  ẢÀI› DIDSP3°.‹s 
a2 = À2; qid2s+s 
8g “= 4š: TIY2Fa.«e 

Trong đó Ai là các số nguyên còn p¡, dị, rị-..s‹ Vsv là các chữ 
số từ 0 đến 9. Bây giờ ta theo đõi cột số nguyên AI, À2› Â¿,... 
từ trên xuống. VI đãy ar, as› 43,... giới nội cho nên những số 
nguyên này không thề tăng lên vô hạn. Vi đơn điệu tăng cho 
nên các số nguyên của dãy À¡, As, À3... phải cỏn lại không 
đöi sau khi đã đạt tới một giá trị cực dạt nào đó. Ta ký hiệu 
giá trị cực đại đó là A và giả thử đạt tới nó ở dòng thứ N. 
Bảy giờ ta theo đõi cột thứ hai pị, qì; rị.:-. và tập trung chủ 
ý vào đòng thứ No và các đỏng tiếp sau đó. Nếu xị là chữ 
số lớn nhất xuất hiện ở cột đó sau dòng thứ Nọ thì chữ số 
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này sẽ phải luôn luôn xuất hiện sau lần xuất hiện thứ nhất dó”. 
Ta giả thử sự kiện này xảy ra ở dòng thứ N¡ (CN, > No}. 
Sau đó ta lại xét các chữ số pa› q2› ra... của cột thứ ba. 
Lập luận tương tự như trên sẽ chứng tỏ bát đầu từ mỘt số 
nguyên Nạ >N; nào đó, các chữ số ở cột thứ ba sẽ không 
đổi và bằng một số x¿ nào đó. Nếu lặp lại quá trình này cho 
cột thứ 4, thứ 5... thì ta được các chữ sỐ xa, Xạ; x;... Và các 
Số nguyên tương ứng Na, Nạ... Dễ chứng tổ rằng số a == A;, 
X‡› X2; Xs X4..- là giới hạn của dãy a¡ ae, a3... Thực vậy› nếu 
chọn £ > 10””” thì với mọi n >N„. phần nguyên và m chữ 
số đầu tiên sau dấu phẩy trong các số an và a sẽ trùng nhau 
tức là hiệu /an—a/ không thề vượt quá 10—”°. VỊ điều này có 
thể thực hiện cho mọi £ bất kỳ dù nhỏ đến đâu bảng cách 
chọn m đủ lớn, cho nên định lý đã được chứng minh. 

Cũng có thề chứng minh định lý này bằng cách dựa vào 
một trong các định nghĩa số thực đã cho trong chương ÏI. 
Chẳng bạn, có thề lấy định nghĩa thông qua các đoạn lồng 
nhau hoặc lát cắt Dêđêkin. Những chứng minh như vậy có thề 
tìm thấy trong bất kỷ giáo trình giải tích nào. 

Nguyên lý về các dãy đơn điệu có thềáp dụng vào chương II 
đề định nghĩa tổng và tích hai phân số thập phân vô hạn 
dương: a— A, a1az8a... và b —=P, bịba¿bs ‹.. Không thề cộng 
và nhân hai biều thức này theo cách thông thưởng bằng cách 
bắt đầu từ tận cùng bên phải; vì chúng không có số tận cùng 
bên phải (đề làm thí dụ, bạn đọc hãy thử cộng hai phân số 
thập phân vô hạn : 0;33333 ..° và 0,989898...). Nhưng. nếu 
ký hiệu xạ biều thị một phân số thập phân hữu hạn là kết 
quả của phép cộng các phân sổ thập phân hữu hạn tạo nên 
khi “cắt đuôi " các phân tích thập phân a và b sau chữ số 
thứ n thi dãy 1ị.xzx; ‹.. sẽ đơn điệu tăng và giới nội (chẳng 
bạn; cận có thề là số A -- B-Ì 2) Do đó, dãy xỊụ; Xe, xạs..cÓ 
giới hạn và ta có thể thừa nhận định nghĩa sau đây : 

a +O b = limxụ 
Cũng có thề định nghĩa tích ab nhờ một quá trình tương tự. 
Có thể phát triền những định nghĩa này cho mọi trường hợp 
a và b là những số dương hoặc âm tùy ý bằng cách áp dụng 
những qui tắc số học thông thường. 


* Nếu không thể thì dãy aq, aa; as... sẽ không còn là đơn 
điệu tăng nữa. 
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Vai trò quan trọng của khái niệm giới hạn thề 
hiện ở chỗ nhiều số chỉ có thề định nghĩa được như là 
những giới hạn (thường là giới hạn của những dãy đơn 
điệu tăng). Điều đó giải thích tại sao trường số hữu tỉ, 
trong đó không tồn tại những giới hạn như vậy, là quá 
chật hẹp so với nhu cầu của toán học, 

3. S6 Ơle e Ngay sau khi Ơle công bố tác phầm 
«Ïntroduction in Analysin Infinitorum »* năm 1⁄48, 
số e đã chiếm được vị trí quan trọng trong toán học 
bên cạnh số Acsimet x. Số này cho ta một minh họa 
tuyệt đẹp cho vấn đề sử dụng nguyên lý về các dãy 
đơn điệu đề xác định một số thực mới. Dùng cách viết 
vắn tắt thông thường cho tích của n số nguyên đầu 
tiên: nl = 1.3.3..n, ta khảo sát dãy ay, 4; 8y ‹..; 
trong đó 

= Ta a4... + 
)=1+ T112 Tại tại th tấp 6 
Các số hạng của dãy a, đơn điệu tăng VÌ aa+ suy ra 
được từ a„ bằng cách thêm vào một số hạng dương 


_ . Ngoài ra, các giá trị aa bị chặn trên 





(na +1)! 
aạ <S B=3, 6) 
Thực vậy, ta Có : 

L1 1 1U 11.211Đ, 

sĩ 2103)0)0°0s 62'2`` 12 217 
từ đó suy ra: 

$,<1 +12 2+ + +7 

2 2: 2: Hư 


1 


=1l-+ : 0) =t+2[t—(+}] ~“~Đ‹ 


— m— 


“ Tiếng Latinh: * Nhập môn giải tích vô hạn ® 
4152051 22 
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Ở đây ta dùng đến công thức cho tổng của n số hạng 
đầu tiên của cấp số nhân. Trongz trường hợp này, theo 
nguyên lý về các dãy đơn điệu, an phải đần tới một 
giới hạn nào đó khin đần tới vô hạn, giới hạn nàu 
được kủ hiệu bởi chữ e. Muốn biều thị sự kiện e = lima,, 
ta có thể viết e dưới dạng « một chuỗi vô hạn»: 

1 1 1 1 : 

SE n 2TR. 193000021472710 102% (6) 

« Đồng nhất thức» này với một dãy đấu chấm ở cuối 
là một phương pháp khác đơn giản đề biểu thị hai 
khẳng định sau đây : 

1 1 1 1 
8=t+rr trai Tại tr? 
fn —> khi n —— œ 
Chuỗi (6) cho phép tính được e với độ chính xác tùy ở. 
Chẳng hạn, fổng (oới 9 chữ số) các số hạng của chuỗi 
(6) đến 1/12! bằng số 3 — 2,71828183... (các bạn thử 
lại xem!l). 4 Sai số », tức là hiệu giữa giá trị gần đúng 
đó với giá trị thực của e cũng đánh giá được dễ dàng. 
Đối với hiệu e — ŠÈ ta có biêu thức: 


1 1 1 1 1 1 
_=- ——- .ecpn —=—— 1 _—— — -~ seo —=- 
lãi TIẢT “Tại (2 + + hh] 
— 1 1 1 1 
131). 1 12' Ti 


Số này nhỏ đến nỗi không thề ảnh hưởng đến chữ số 
thử 9, vì thế nếu chấp nhận một sai số có thể được ở 
chữ số cuối cùng của giá trị đã nêu ở trên thì ta được 
một đẳng thức gần đúng gồm có tám chữ số đúng sau 
đây của e: 

e ~ 2,7182818 


* ~ ` ~ ˆ ,® xổ ` ° 

.„ ĐỐ © là số uỏ fỈ, Muốn chứng minh; ta giả thiết ngược lại: 
giá thử e = píq; trong đó p và q là những số nguyên, rồi 
đưa đến mâu thuẫn đề kết luận về sự không đúng của giả 
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thiết. VỊ ta biết rằng 2 < e < 3 và e không thề là số nguyên; 
cho nén q ít nhất phải bảng 2. Nhân cả hai vẽ của dũng thức 
(6) với q! = 1.2.3... q. ta được: 


c.‹q! = p-2.3... (q—1) =Í{ut+qt+ S$.«e q +45... q + 


1 1 
+ (q—1) q3 HỆ ng, Tô nn /SEPET +... (7) 


Tất nhiên ở về trải ta có một số nguyên. Ở về phải, số 
hạng trong đấu móc cũng là một số nguyên. Phần côn lại ở 
vế phải là một số đương nhỏ hơn 1/2, tức là khòng nguyên. 
1 








Thực vậy. vì q > 2 cho nên cáo số hạng của chuỗi +‹.. 
1 1 
không vượt quá các số hạng tương ng của cấp số nhân 
1 1 
_= + n, + —— +... 
3 s .2 
Mi§'[DNG lÃ + 1i 22 se tra 
3 : 2 
' “. 
3 


Như vậy, công thức (7? là vô lý? số nguyên ở về trái không 
thể bằng số ở vế phải vì số sau này là tầng của một số nguyên 
và một số dương nhỏ hơn 1/3 (thông nguyên). 

4. Só r Irong toán học ở nhà trường, ta đã biết độ 
dài đường tròn bán kính đơn vị có thề định nghĩa như 
giới hạn của dẩy chu vi các đa giác đều khi số cạnh 
của chúng tăng vô hạn. Độ dài 
đường tròn xác đinh như vậy 
được ký hiệu là 2z. Chính xác 
hơn, nếu ký hiệu chu vi đa giác 
đều ncạnh nội tiếp là p„ạ, chu 
vi đa giác dều n cạnh ngoại tiếp 
là qạthì bất đẳng thức sau đúng 
pn < 2z << qạ. Khi n tăng, bai 
dãy pạ và qạ đơn điệu dần đến 
2x. Tại mỗi lúc ta được một sai n, 167. xấp xÏ đường 


SỐ ngày càng nhỗ của pạ Và dạ tròn bằng các đa giác 
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Ta đã có biểu thức: 
Đom —- 2Ụ” _—= V2--v2+... 


chứa m — 1 căn thức, Có thể dùng công thức này đề 
tỉnh giá trị gần đúng của số 2z. 

Số x là số như thế nào? Bất đẳng thức pạ<< 2m < qạ 
sẽ giải đáp đầy đủ vấn đề đó khi triền khai dãy các 
đoạn lồng nhau thu dần đến điềm 3x. Nhưng ta còn 
muốn biết nhiều hơn vì câu giải đắp đó chưa nói gì về 
bản chất số z: là số hữu tỈ hoặc vô t1, đại số hoặc siêu 
việt? Số x là số siêu việt, do đó nó là số vỏ tỉ. Chứng 
minh của Lămbe (172S—1777) về tỉnh vô tỈ của œ là rất 
khó, không thê nêu ra ở đây. Tuy nhiên, có thề thông 
bảo một loạt kết quả nghiên cứu về số x. Lưu ý rằng 
số nguyên là cơ sở quan trọng của toán học, ta có thê 
nêu ra vấn đề: liệu số œ có mối liên hệ đơn giản và 
trực tiếp với số nguyên hay không ? Dù phản tích thập 
phân của số rx đã được tính toán đến vài trăm chữ số 
thập phân, nhưng cũng không phát hiện được một qui 
luật nào. Điều này không có gì lạ vì hầu như z và số 10 
không có gì chung với nhau. Sonz, Ơle (thế kỷ XVIII) và 
những người khác đã tìm được những biều thức rất đẹp 
liên hệ số 1 với các số nguyên nhờ các chuỗi và các tích vô 
hạn. Những công thức đơn giản nhất có lề là như sau: 


1t 1 1 1 
Ắ =—S—- 1 — T= ` ` ..«.o 
4 35 IM 
biểu thị ` như là giới hạn khi n tăng của tồng 
1, 1 1 
8 = 1l —— —— m>~,, + —l ° 1}. 
: 3 nn 5 _= 2n-+1 


đa sẽ suy ra cỏng thức này ở chương VIIL. Sau đây 
là tuột chuỗi vô hạn khác đề tính số œ: 


%„_ˆ 1 1 
ly DA 
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Còn một biểu thức kỳ lạ nữa cho số œ đã được nhà 
toán học Anh Giỏn Uolix (1616 — 1703) tìm ra, Công 
thức của ông khẳng định nl:+ sau : 

3.32. 4,40, 6, 2n 2n} 
ị ' 5 7 "2n—I` . 





L7 3 3 5 2 
khi n — so, 
Nó thường được viết dưới dạng vắn tắt như sau: 
T Z 2 4 4 6 6 8. 8 


——..... —— — ——— 








——— 
L) ° . ° ° seđe 


2 1 `3 1038 5  ð `7  7`9 
(các biểu thức tương tự như vế phải được gọi là các 
tích uô hạn). 

Chứng minh của hai cônu thức cuối cùng này có thể 
cỏ ở bất kỳ một giáo trình giải tích hoàn chỉnh nào. 


5. Phân số liên tục Những quá trình vô hạn rất lý thú 
thường xảy ra cùng với các phân số liên tục. Một phản 
8ố hữu bạn như sau: 





chính là một số hữu tỉ nào đó. Ta đã chứng minh rằng 
mỗi số hữu tỉ có thể biều diễn được dưởi dạng như 
thế nhờ algôrit Ơclid. Song, trong trường hợp các số vô 
tỈ thì alzôrit đó không kết thúc sau một số hữu hạn bhép 
tính, Trải lại nó đưa đến một dẩy các phân số ngày 
càng dài, trong đó mỗi phân số chính là một số hữu tỉ, 
Đặc biệt, mọi TỦ đại số thực bậc hai đều cỏ thê biêu 
diễn được bằng cách như vậy. Chẳng hạn: ta xét sỐ 
x=—= V 2— 1 là nghiệm của phương trình bậc hai: 
x? -L 2x = l hoặc x = : : 
2-+x 
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, 
s5 





Nếu thay x tronz vế phải bởi phân thứe : 


H 


lần nữa thì ta có biểu thức: 
x= ——:.va sau đồ K= —————T—— › 
2-+-———¬ 2B 
T 2-+x ¿ -t 1 


2 
JỊ PP 








Y. Yud.„ sau n € bước » ta được đẳng thức: 

1 
Jc .. .. 

)5.1.=.--. (n « bước ») 

T2 + ‹.. : 
e e e -+— 2+x 

Nếu n dần tới vô hạn, ta được một «phân số liên tục 
vô hạn 


| 
2+..‹ 

Công thức đặc biệt này đã liên hệ số 2 với các số 
nguyên bằng một phương thức lạ hơn nhiều so với 
phân tích thập phân của ƒ2, mà trong phân tích này 
ta không phát hiện được một tính đều đắn nào trong 
sự xen kể các chữ số thập phản cả, 

Đối với nghiệm dường của phương trình bậc hai tùy 


ý có dạng: x?—=ax -+- Í hoặc x=—=a +-È, ta có phản tích 
x 
| 





2+ 


x=a+ 
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Chẳng hạn, đặt a — Í ta có 
== 1 
x=@ +Võ5 )=Í+ 


, e- 





1 
11 
“Ta 


Các thí dụ này là những trường hợp riêng của một 
định lý tồng quát khẳng định nghiệm thực của một 
phương trình bậc hai có hệ số nguuên phân tích được 
thành các phản số liên tục tuần hoàn tương tự như các 


số hữu tỉ phân tích được thành phân số thập phân 
tuần hoàn. 


Ơle đã tìm được những phân tích thành phân số liên 
tục cho các số e và œ khá đơn giản, Ta nêu ra nhưng 
không chưng minh : 











e£e =2 + : Ĩ 
l+ ——n 
2+ T 
1 + ] 
i+ ï 
4+ ——i 
1 + 1 
x.. 
l+———z 
2+——z——— 
3+ PI 
“+: 1+ 
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.B_—_ 1 
_ T 
4 1+ „ 
Đà = 
2-+ _ 
2+———g— 
“ÉP Dio xuan 


§ 3. GIỚI HẠN TRONG SỰ XẤP XỈ LIÊN TỤC 


1. Mở đầu, Các định nghĩa tòng quát. Irong § 2 ta 
đã dạt tới một định nghĩa chính xác của khẳng định 
« Dãy a„ (tức là hàm aa = F (n) với biến tự nhiên n) 
có giới hạn a khi n đần tới vô hạn». Bây giờ ta cho 
khẳng định: « Hàm u = f (x) với biến liên tục x có giới 
hạn a khi x dần đến giá trị xị » một định nghĩa trơngứng. 

Khái niệm giới hạn trong sự xấp xỉ liên tục của biến 
độc lập x dưới hình thức trực giác đã được dùngtrong 
§ 1, mục 5ð, khi ta phải xác định xem hàm số đang xét 
có liên tục tại một điềm cho trước hay không. 


Ta lại bắt đầu bằng một thí dụ. Hàm f (x)= Š#:*— 
*% 


xác định với mọi x khác 0, mẫu số triệt tiêu với 4 = 0. 
P Nếu về đồ thị của hàm y = f (x) 
cho những giá trị x ở lân cận 
điềm O thì tất nhiên khi x « đần 
tới » 0 từ bất kỳ phía nào, các 
giá trị trơng ứng u=f (x) dần 
tới» giới hạn 1. Muốn mô tả 
chính xác sự kiện này, ta tìm 
# một công thức tường mỉnh cho 
x + ` hiệu giữa giá trị của hàm f (%) 
x với số không đồi 1: 
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FẲẰŒ@ {2Š ”Šế.. 1e 
x 


* s. X 


Nếu ta qui ước chỉ xét những giá trị x dần đến Ơ 
nhưng hông bằng 0 (đối với x=0 hàm số f (x) không: 
xác định), ta có thể chia tử và mẫu cho x và được một 
công thức đơn giản hơn: 

f(x) — 1 =x, 

Rồ ràng cé thể làm cho hiệu đó nhỏ tàu ý bằng cách 
giới hạn sự biến thiên của biến x đủ nhỏ trong lân 
cận giá trị x — 0, Chẳng hạn khi x — -:. 1/10 ta có 
f(x) — 1 = 1/100; khi x = -:. 1/100 ta có †(x) —1= 
= 1/1000 v.v... Tồng quát, nếu e là một số dương nào 
đó, thì đủ nó nhỏ bao nhiêu, hiệu giữa f(x) và I sẽ nhỗ 
hơn e nếu khoảng cách từ điềm x đến điềm O nhỏ hơn. 
số Ỗ =—= Vt:. 
lhực vậy, nếu |x|<BƑc thì 

[f(x) — 1= |x?|<=:. 

Sự tương tự với định nghĩa giới hạn của đẩy mà ta 
đã nêu là hoàn.toàn. Ta đã chọn định nghĩa : một dầy 
8a CÓ giới hạn a khi n dần tới vô han nếu, ứng với 
mỗi số dương e nhỏ bao nhiêu cũng được, có một số: 
nguyên NÑ (phụ thuộc vào e) sao cho bất đăng thức 
laa—a | < e đủng với mọi n thỏa mần bất đẳng thức 
n >N, 

Trong trường hợp hàm f(x) của biến liên tục x khi 
x dần tới một g:á trị hữu hạn xị nào đỏ, ta thay thế từ 
«n đủ lớn » (đặc trưng bởi số N) bằng từ ‹« đủ gần x;»: 
(đặc trưng bởi số ð) và đi đến định nghĩa giới hạn 
trong xấp xỉ liên tục sau đây, do Kôsi phát biêu lần đầu 
tiên vào khoảng năm 1820: Hàm I(x) cỏ giớ/ hạn a khi 
x dần tới giá trị x, nếu với mỗi số dương (nhỏ tùy ý)e 


222 


http://tieulun.hopto.org 


tìm được một số dương ô (phụ thuộc vào c) sao cho 
/Í(x) — a /<z với mọi xz⁄¿x, thỏa mẩn bất đẳng 


Nếu xảy ra như thế, ta viết: f(x) —> a khi x —> Xụ. 
Trong trường hợp Í(x) = k.ển si cế ta đã chứng minh 
x 


rằng hàm f(x) có giới hạn 1 khi x dần đến x¡ = ÔÖ. Ở 
đây chỉ cần chọn ô = V £ là đủ. 


2, Nhưng chú ý về khái niệm giới hạn, Định nghĩa 
£, Ô của giới hạn là kết quả của những cố gắng và mò 
mẫm hàng thế kỷ, nó tiếp thu kết quả cửa những nỗ 
lực không biết mệt mỗi nhằm đặt cho khái niệm giới 
hạn một cơ sở toán học lành mạnh. Đối với những 
khái niệm quan trọng nhất của giải tích — dạo hàm và 
tích phán — không thề có cach định nzhĩa nào khác 
ngoài việc chuyền qua giới hạn. Nhưng trong một thời 
gian dai thì việc thông biều rõ ràng và định nghĩa chặt 
chẽ bản thân khái niệm giới hạn đã là những khó khăn 
chưa vượt qua nồi. 


Khi nghiên cứu các chuyền động nói riêng và những 
biến đồi tùy ý nói chung, các nhà toán học thế kỷ XVH 
và XVIII đã thửa nhận khái niệm đại lượng x biến đồi 
liên tuc đần đến giá trị giới hạn xị là một cái gì khả 
trực quan và không cần phân tích sâu hơn nữa. Họ 
xét một đại lượng khác u = f(x) phụ thuộc vào thời 
gian hoặc phụ thuộc vào một đại lượng x bất kỳ nào 
khác phụ thuộc vào thời gian. Còn lại một vấn đề: cần 
gán cho biểu tượng f(x) «dần tới» một giá trị a xác 
định khi x di động đến xị một ý nghĩa toán học chính 
xác như thế nào? 


Nhưng ngay từ thời Zênôn và các nghịch lý của ông. 
mọi cố gắng nhằm diễn đạt một cách toán học và chính 
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xác khái niệm trực giác vật lý hoặc siêu hình về một 
chuyển động liên tục, đều không có kết quả. lhông có 
khó khăn trong việc theo đời từng bước một dãy giá 
trị cụ thề ay, as, aa,... Nhưng khì cho biến liên tục x chạy 
trên toàn bộ một khoảng giá trị của trục số thị việc 
mô tả x « đần tởi» một giá trị cho trước xị là khó vì 
khòng thể chỉ ra những giá trị thừa nhận được liên 
tiếp ở trong khoảng đó theo thứ tự tăng dần của chúng, 
Thực vậy, các điềm của đường thẳng là một tập hợp 
trù mật khắp nơi, không có những điềm đi tiếp sau » 
điềm cho trước. Còn tồn tại sự sai khác không tránh 
khỏi giữa tư tưởng trực giác với ngôn ngữ toán học 
chính xác dùng đề mò tả bằng các thuật nzữ khoa học 
xà lôgic những vấn đề cơ bản của tư tưởng đó. Các 
nghịch lý của Zênôn dã phát hiện rất rõ sự không phủ 
hợp đó, 

Thành tựu quan trọng của Kỏsi là ông đã nhận thức 
được rõ ràng rằng với mức độ của những khái niệm 
toàn học thì phải từ bỏ mọi sự viện cớ vào biều tượng 
{rực giác về chuyền động liên tục. Khi đã từ bỏ ý đồ 
dựa vào những giải thích siêu hình và thừa nhận sự 
giải quyết bằng lập luận trên mảnh đất của các khái 
niệm toán học chặt chế, ta thường đạt được một tiến 
bộ khoa học chân chính phù hợp với những «sự kiện 
đã quan sát » trong vật lý học. Nếu ta phân tích một 
cách logic xem phải hiểu « sự xấp xỈ liên tục » là gì và 
có những phương pháp nào để thử lại từng trường hợp 
riêng biệt, ta sẽ phải thửa nhận định nghĩa mà Kỏsi đả 
phát biều, ehứ không có cách nào khác. Định nghĩa đó 
là một định nghĩa tĩnh; nó không dựa trên tư tưởng 
trực giác về chuyền động. Vả lại, chỉ một định nghĩa 
tĩnh như vậy mới cho phép giải thích toán học chính 
xác bản thân chuyền động liên tục và giải quyết những 
nghịch lý của Zênôn, it nhất là những phần toán học 
của chúng. 
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Trong dịnh nghĩa qua e, Ồ thì biến độc lập khỏng 
«chuyển động », nó không « hưởng tới » và khòng dân 
tới qgiởi hạn» xị trong bất cử một ý nghĩa vật lý nào. 
Thực ra, khi những thành ngữ đó cũng như ký hiệu 
(—) còn được giữ lại, nhà toán học hoàn toản không, 
bắt buộc phải từ bỏ những quan niệm trực giác có ¡ch 
liên kết với những từ và ký hiệu ấy. Nhưng, trong mọi 
trường hợp cụ thê, khi phải giải đáp vấn đề có hay 
không có giới hạn thì phải viện đến bản thân định 
nghĩa e, ô. Câu hỏi về vấn đề dịnh nghĩa đỏ phù hợp 
đến mức độ nào với quan niệm «động» trực giác về 
sự dần tới giới hạn cũng tương dương với câu hỏi: các 
tiên đề hình học mô ta cái mà ta gọi là không gian (với, 
š nghĩa trực giác) đến mức độ nào ? 

Trong chừng mực nào đó cả hai cách diễn đạt đều 
tạo khả năng làm việc bằng tưởng tượng, đồng thời 
tạo ra một cơ sở toán học thích hợp đề xây dựng về 
lôøïc sau này. 

Cũng như giới hạn của dầy, chìa khóa để nhận thức 
đúng đắn định nghĩa Kêôsi là việc lưu ý đến trật tự «tự 
nhiên » mà tronz đó các biến được xem xét. Trước hết, 
ta đề ý đến cận e của biến phụ thuộc, sau đó cố gắng xác 
định cận thích hợp của biến độc lập. Khi ta nói «f(x)—>a 
khi x —> x¡ thì ta chỉ lược bớt ý nói lên quá trình này 
có thề được thực hiện đối với số đương c tùy ý. 

Dặc biệt là không có một bộ phận nảo trong khẳng 
định đó, chẳng hạn «x —> x,» có ý nghĩa tự thân cả. 

Còn phải nhấn mạnh điều sau đây. Khi buộc x « đần 
tới x;» ta có thể cho phép x hoặc lớn hơn, hoặc nhổ 
hơn xị, nhưng do yêu cầu x—> xị, khả năng bằng xị rổ 
ràng phải loại trừ; x dần tới x, nhưng không bao giờ 
x nhàn giá trị x. Bởi vậy, có thể áp dụng định nghĩa 
của ta dối với các hàm số không xéc định hoàn toàm 
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hi x==x;, nhưng lại có một giới hạn nào đó khỉ x 
đền tới x,. Việc loại trừ giá trị x=x; tương ứng với sự 
kiện là, khi xét đầy a; khi n->e(thí dụ, giởi hạn an=1/n), 
ta không bao giờ đặt trong công thức giá trị n = %. 

Tuy nhiên, nói đến hàm f(y) thì, khi x dần tới Xị, ta 
không cấm nó dần tới giới hạn a sao cho với những 
giá trị x — x¡ nào đó, đẳng thức f(x) - a được thực 
hiện. Chẳng bạn, khi khảo sát hàm số f(x) = x/x với x 
đần tới 0, ta không bao giờ cho phép x bằng 0, nhưng trái 
lại đẳng thức f(x) — 1đúng với mọi x + 0 và, giỡi 
hạn a tồn tại và bằng 1 là theo đúng định nghĩa. 


$. Ciới bạn - 





Nếu biều thị một góc đo bằng 


x 


xađian, thì biều thức -*5Š 





được xác định với mọi giá 


trị x trừ giá trị x =0, tại đấy nó có dạng ặ không 


có nghĩa. Nhờ bảng hàm số lượng giác, bạn đọc có thể 


sinx 


đinh được giá trị của đối với những giá trị nhỏ 





của x. Những bằng này thường cho gỏc với số đo bằng 
độ, ta nhớ lại (xem § 1, mục 2), số do độ y liên hệ với 


Tt 


s đo rađian x bởi hệ thức x = ũ y = 0,0I 745y 





{chính xác đến chữ số thập phân thứ năm). Tử bằng 
bốn chữ số ta tìm được các giả trị sau đây: 








| sỉn x 
y xX sïn x h 
100 0.1745 0.1736 0,0948 
s0 0.0573 0,0872 0.9988 
r 0,0349 0.0349 1,0000 
10 h 0.0175 0.0175 1.0000 | 
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Tuy rằng ở đây độ chỉnh xác của các số chỉ giới hạn 
ở chữ số thử tư, nhưng các kết quả trên gợi ý ta: 
Sà cả —> 1 khỉ x — 0 (1} 
x 


Bêy giờ ta trình bày chứng mỉnh chặt chể cho hệ thức 
giới hạn này. 





Thẻo định nghĩa (qua hình tròn 
đơn vị) của các hàm số lượng 
giác, ta có các hệ thức sau đây 
đối với đại lượng x là số đo 
rađian của góc BÓC (xem H. 169) 


với hạn chế 0O <x<= 





Diện tích tam giác OBC—1/2,1.sinx. 
H. 169. Bất đẳng thức 1 


lượng giác cơ bản. Diện tích quạt tròn OBC= —. * 


Diện tích tam giác OAB = 1/2. 1.tgx. 
Từ đỏ suy ra bất đẳng thức kép: 
sỉnx < x < fữx 
chia cho sinx ta được 











1< b- < 1 
sinx COSX 
hoặc Cosx < =_ <1 (2) 
Nhưng mặt khác : | 
1+ cosr lI_—cos3x  sin2x 


1— =(1— c————— = “=_ —=. 
BONEE= gục? So hộ l-+cosx l-+cosr l+cosx 


~< SIN2X. 
Vì sinx < x cho nên từ đó suy ra: 
1 — cosx < Xị (3) hoặc 1 — x? < cosx. 
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Phối hợp với bất đẳng thức (2), ta được bất đẳng 
thức : 
"1x... ẽi (4) 
x 


Ta giả thiết 0< x< _ song bất đẳng thức (4) còn: 


¡ sin(—*) —sinr _ sinx 


và (—x)° = x. 

Hệ thức giới hạn (1) được suy ra ngay từ bất đẳng 
thức (4). Thực vậy, hiệu giữa sinx/x và l nhỏ hơn x?, 
còn x? có thể trở thành nhỗ hơn số c tùy ÿ nếu chọn 

Ixl<ô=tVWc. 

4. Giới hạn khi x —> s Nếu biến liên tục x đủ lớn 
thì hàm f(x)— 1/x trở nên nhỏ tùy ý hoặc « đần tới 0 ›. 
Thực vậy, sự biến thiên của hàm đó khi x tăng, về 
thực chất chỉnh là sự biến thiên của dãy 1/n khi n 
tăng. Ta dưa ra định nghĩa tông quát: Hàm ƒ(+) có 
giới hạn a khi + dàn tới oô hạn và viết điều đỏ dưới 
dạng : 

f(x) —> a khi x —» œ 
nếu uới mội số c dương tùu ý nhỏ, có thề chọn một số: 
dương K (phụ thuộc oào e) sao cho bất đẳng thức : 
|f{x) —-a|<e 
được thực hiện uới điều kiện | xz | > Ẩ. 
Đối với hàm f(x) = 1/x thì a — 0 vì chỉ cần chọn 


K= c= . Bạn đọc có thể giải thích được điều đở- 
2 
nhanh chóng, 


§4. ĐỊNH NGHĨA CHỈNH XÁC TÍNH LIÊN TỤC 


Ở §1, mục ð ta đã đưa ra định nghĩa sau đây về 
tính liên tục của hàm: hàm f(x) là liên tục tại điềm 
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K=x, nếu khi x dần tới x„ đại lượng f(x) dân tới 
giới hạn bằng f(x,). Nếu phân tịch cách diễn đạt này 
ta Lhấy có ngụ ý thực hiện hai yêu cầu sau đây: 

a) tồn tại giởi hạn a của hàm f(x) khi biến x tiến 
đần tới giới hạn Kị. 

b) giới hạn a đó phải bẫng † (xị). 

Nếu trong định nghĩa giới hạn ở §3 mục Í ta thay a 
bởi giá trị f (x,) của nó thì điều kiện liên tục có dạng 
sau: hàm ƒ (x) là liên tục khi x = x;, nếu với một số e 
dương nhỏ tủy ý có thể chọn một số dương Š (phụ 
thuộc vào e) sao cho bất đẳng thức: 

[f(z)—f(x;) | <e 
là đúng với mọi x thỏa mãn điều kiện | x- x¡ | < ô (ở 
đây, hạn chế x + x¡ được đưa vào trong định nghĩa 
giởi hạn là thửa vì bất đẳng thức | f (x) — f(x¡) | <£ 
được thỏa mãn khi x = xị). 

Đề làm thi dụ, ta sẽ xác nhận tính liên tục của hàm 
f (x) = x9 tại điềm xạ — 0 chẳng hạn. Ta có f(xị) = 
02 = 0. Chọn một số e dương nhỏ, chẳng hạn e = 1/1000. 
Ta cần chứng minh rằng nếu giới hạn ở các giả trị của 
x đần tới 0, ta sẽ được những giá trị tương ứng của 
hàm f (x) khác 0 một lượng nhỏ hơn 1/1000, tức là bao 
hàm giữa — 1/1000 và -+- 1/1000. Ta thấy ngay rằng giá 
trị f (x) không vượt ra khỏi các cận đó nếu ta hạn chế 
sự biến thiên của x ở các giá trị khác 0 một lượng nhỗ 

_- 1/1 _ Ì mi, 
hơn ồ = W+mø “ qạ- thực vậy, nếu |xỊ <„- thì 
/f(x)/=/ x3; < 1/1000. Hoàn toàn tương tự, ta có thề 
chọn một giả trị bất kỳ e = 10—*, 10-5 hoặc v.v... thay 


cho e = 





1 
TT: số Š —= Vc sẽ thỏa mãn yêu cầu vì từ 
bất đẳng thức | x | < Ý e suy ra được bất đẳng thức | f(x)| 


= || <e. 
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Dựa vào định nghĩa tính liên tục nhờ e, Ô có thề 
chứng minh mọi đa thức, mọi hàm hữu tỉ và hàm 
lượng giác đều liên tục ở một diềm bất kỳ trừ những 
giá trị cô lập x mà lân cận những giá trị đỏ hàm trở nên 
vô hạn. 

Nếu liên Hệ định nghĩa liên tục với đồ thị của hàm 
u =f(zx) ta có thê cho định nghĩa đó một dạng thức 
hình học như sau. Chọn một số e> o nào đó và về 
những đường thẳng song song vởi trục x ở dộ cao 
f (x)—£ và f (x;)--+e so với trục x. Bây giờ cần tìm 
một số đương ô sao cho mọi phần của đồ thị nằm bên 
trong một dải thẳng đứng có chiều rộng 2ồ làn cận x, 
cũng được chứa bẻn trong một dải nằm ngang rộng 2 
lân cận f (x¿). Hình 170 chỉ ra một hàm số liên tục tại 
điềm x;, hình 171 chỉ ra một hàm số có gián đoạn tại 





H. 170. Iiìim liền tục tại điền — HH. 171. [Hàm có gián đoạn tại 
Xx =1 điềm x =Z xị 

điềm đó. Trong trường hợp thứ hai thì một dải thẳng 

đứng lân cận xị có hẹp đến đàu, cũng chứa phần của 

đồ thị nằm ở nưoài dải nằm ngang có chiều rộng 2", 
Nẻu tôi khẳng định một hàm tu = fCC) cho trước là liên tục 

tại điềm x = xị thì điều này có nghĩa là tôi đã cam kết với 

các bạn như sau 


Các bạn chọn một số dương € tùy ý, nhỏ bao nhiêu cũng 
được. Tôi sẽ phải tùn một số đương Ö sao cho bất đăng thức 
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Íx—xi[ < Ô kéo theu bất đẳng thức |f@) — fŒxị) | SE: 
Nhưng; tôi không cần phải tìm một số Ô thịch hợp với mọi € 
mà các bạn sẽ nêu ra tiếp sau đó ; việc chọn của tôi phụ 
thuộc vào việc chọn £ của các bạn. Nếu các bạn chọn được 
dùchỉ một £ mà tôi không tìm được cho nó một Ò thích hợp 
thì tôi sẽ thua cuộc — điều khẳng định của tôi bị bác bồ. Đề 
chứng tổ rằng tôi có thể thực hiện được điều cam kết của 
mình trong trường hợp một hàm số cụ thề u = f(x), tôi phải 
lập được một cách tường mình một hàm dương Ồ = 0(©€) xác 
định với mọi số đương £. Đối với hàm này tôi có thề chứng 
minh rằng từ bất đẳng thức | x—xi | < Ô suy ra bất đẳng 
thức | f(v)- f(vị) | <£, Đối với hàm u = f(x) = x”tại x==U 
thì hàm Ô = Ọ) là Ö= Ứe, 





Bày giờ t.i ta đã thấy rõ rằng định nghĩa tỉnh liên 
tục nhờ s, không mâu thuẫn với những điều mà ta 
gọi là e€các sự kiện dã quan sát được» của hàm số. 
Như vậy, nó sẽ phủ hợp với một nguyên tắc của khoa 
học hiện đại đề cập đến tiêu chuần hữu ích của một 
khái niệm nào đó hoặc của « sự tồn tại» một hiện tượng 
nảo đó là khả năng trực tiếp quan sát nó (với ý nghĩa 
khoa học) hoặc qui nó thành những sự kiện quan sát 
được. 


Š õ, HAI ĐỊNH LÝ CƠ BẢN VỀ HÀM LIÊN TỤC 


1. Định lý Bolxano Berna Bôlxanô (1781 — 1848), 
một linh mục thiên chúa giáo, một người am hiểu về 
triết học kinh viện, đã là một trong những người đầu 
tiên đưa vào giải tích toán học khái niệm hiện đại về 
sự chặt chế. Cuốn sách nhỏ nồi tiếng của ông «Para- 
doxien đes Lnendichen › đã được xuất bản năm 1820. 
Ơ dây, lần đầu tiền đã thừa nhận rằng nhiều khẳng 
định có vẻ hiền nhiên có liên quan đến hàm số liên tục 


* Tiếng Đức: * Những nghịch lý về cái vô hạn»(ND). 
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có thẻ và phải được chứng minn nếu muốn áp dụng 
chúng một cách tồng quát. Có thể lấy định lý về hàm 
một biến sau đây làm thí dụ: 


Một hàm liên tục biến x, dương tại một giả trị x nào 
đó và âm tại một øiá trị x khác trong một khoảng liên 
tục vàđóng a < x«<cb 
phải triệt tiêu tại một 
giá trị trang gian x 
nào đó. Như vậy, nếu 
hàm f(x) liên tục khi 
x biến thiên tử a đến 
b mà Í(a) << 0 và 
f(b) =0 thì cỏ một giá 
trị z của biến x sao 

H. 172. ch lý Bôlxanô cho a < # = b và 
f(+) = 0. 

Định lý Hôlxanô phù hợp rất tốt với quan niệm trực 
giác của chúng ta về một dường cong liên Lục tất phải 
cắt trục x tại một điêm nào đó nếu di từ phia này sang 
phía kia của trục x. Trái lại, điều nàz là khôòng bắt buộc 
đối với hàm gián doạn trên H. 157. 





* 2, Chứng minh định lý Bôlxaeô T¡ sẽ cho một chứng 
trình chặt chẽ của định lý này. Theo GỐaox và các nhà toàn học 
tớn khác thì có thểtl:ừa nhận sự kiện này mà không cần chứi.g 
minh. Mục đích của ta là qui định lý Bòlxanô về các tínn 
chất cơ bản của hệ thống số thực: đặc biệt về tiên đề Đeđêkin— 
Kantor về các đoạn thát. Muốn vậy› ta xét đoạn I(a SxSŠ b} 
trên đó có cho trước hàm f (x) và chia đoạn Ilàn đôi bởi 


+b ` _ 
điềm trung bình xị = = - „ Nếu tại điểm trung bình đó 





ta có fŒx¡) =0 thì chứng minh là xong. Nếu f(x¡) £ 0 thì 
f(x¡) hoặc lớn hơn boặc nhỗổ nzn 0. Trong cả hai trường hợp 
thì một trong hai nữa của doạn I sẽ só tính chất là dấu cia 
các giá trí của hàm Í(x) ở hai đầu của nó khác nhau. 
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Ta ký hiệu đoạn đó là l¡. Ta lẬp lại quái trình này; chia 
đoạn I¡ làm đôi, như vậy ở trung điềm của l¡ thì hoặc f(x) = 0 
hoặc có thề chọn một nửa l¿ của đoạn l¡ mà đối với lạ thì đấu 
cáo giả tPị hàm ở hai đầu khác nhau. Lặp lại qui trình này; 
rut cục hoặc ta có một dãy các đoạn thất I¡, lạ. lạ... hoặc thu 
được sau một bước một điềm tại đó f(x) = 0. Trong trường 
hợp thứ nhất thì tiên đề Đeđêkin — Kantor sẽ bảo đảm tồn 
tại trong đoạn ban đầu ï một điềm % nào đó thuộc vào mọi 
đoạn. Ta sẽ chứng minh f() = 0, tức % sẽ là một điềm mà 
ta cản chứng minh sự tỏn tại của nó‹ | 


Cho đến đây, giả thiết về tính liên tục của hàm fÍx) còn 
chưa đượo dùng tới. Bây giờ ta sẽ dựa vào giả thiết đó đề 
kết thúc chứng minh bằng phương pháp phản chứng. Ta sẽ 
chứng minh íf(Œ) = 0 bằng cách giải thiết điều ngược lại và di 
đến mâu thuẫn. Giả sử f(đ) # 0, chẳng hạn f(Œ) = 2£ > 0. Vì 
bàm f(x) liên tục. cho nên ta tìm được một đoạn J (có thề là 
nhổ) đài 2Ô có tâm ở điềm Œ sao cho giá trị của hàm f(x} 
trong toàn đoạn khác f(2) ít hơn €. Sau đó; vì f(%) = 2£ cho 
nên có thê chác chắn f(x) > £ tại mỗi điềm của dJ, tức là 
f(x) > 0 trong đoạn J. Nhưng đoạn J là xác định, nếu n đủ 
lớn thì đoạn nhỏ Iạ phải rơi vào trong J vì dẩy các độ đài lạ 
đần tới 0. Ở đây có mâu thuẫn. Thực vậy, do cách chọn đoạn 
Ín suy ra hàm f(x) có đấu khác nhau ở hai điềm mút của mỗi 
đoạn In, tức là ham f(x) nhận các giá trị âm ở đâu đó trên 
đoạn J. Do đó giả thiết f(Œ) > 0 là sai; hoàn toàn tương tự 
f(œ) = 0 cũng sai. Vậy f(Œ) = 0. 


3. Định lý Vaicrstrax về cực trị Một sự kiện quan 
trọng và rất rõ ràng về mặt trực giác có liên quan đến 
hàm số liên tục đã được Karl. Vaierstrax (1815 — 1897) 
đề cập đến. Có thể nói ông là một người có trách nhiệm 
hơn ai hết trong việc đấu tranh cho xu hưởng chặt chẽ 
hiện đại trong giải tích toán học. Định lý này khẳng 
định: Vếu một hàm f (+) liên tục trong đoạn Ï (a < 
+ < b) kề cả những điềm mút của khoảng q 0à b thì 
(rong đoạn I phải tồn tại í! nhất một điềm, tại đó hàm 
ƒ (+) đạt giá trị lớn nhũt M của nó, pà mội diềm khác 
tại đó hàm Í(%) dạt giá trị m nhỏ nhất của nó. Nói 
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một cách trực quan, điều này có nghĩa là đồ thị của 
hàm liên tục n = f(x) phẩi có ít nhất một điềm cao 
nhất và một điềm thấp nhất, 

Cần đặc biệt nhấn mạnh rằng khẳng định này có thề 
là không đúng nếu hàm f (x) không liên tục ở một số 
hữu hạn điềm của đoạn I. Chẳng hạn, hàm f(x) = Í/x 
không có giá trị lớn nhất trong khoảng 0 < x < 1 dẫu 
rằng nó liên tục trong khoảng đó. Đồng thời›: một hàm 
gián đoạn không bắt buộc phải đạt tới giá trị lớn nhất 
và nhỏ nhất, thậm chị cả khi nó giới nội, Chẳng hạn, 
ta xét hàm cực kỳ » gián đoạn f(x) xác định như sau: 

f(x) — x khi x vô tỉ 

f(x) — 1⁄2 khi x hữu tỉ. 
trong đoạn 0 < x < 1. Mọi giá trị mà hàm số đó nhận 
đều bao hàm giữa 0 và 1. Trong những giá trị đó có 
những giá trị tùy ý gần 0 và 1 bao nhiêu cũng được: 
ta thu được những điềm này nếu chọn x vô tỈỉ và đủ 
gần 0 hoặc 1.Nhirng f(x) không bao giờ có thê bằng 0 
cũng như bằng 1 vì đối với những x hữu tỈ ta có 
f (x) = 1/2 còn đối với những x vò tÍ ta có Í(x) = x. 
Như vậy hàm không đạt tới giá trị 0 và 1 ở điềm 
nào cả. 


* 


Định lý Vaierstrax được chứng minh gần giống như cách 
chứng mỉnh định lý Bôlxanô. Chia đoạn I thành hai nửa 
khoảng đóng ¡” và I và chú ý đến lÌ như một khoảng trên 
đó phải tìm giá trị lớn nhất của f(x) nếu trong khoảng Ï”” 
không tìm được một điềm # sao cho (2) lớn hơn mọi giá trị 
của hàm f(x) trong khoảng Ï; trong trường hợp này ta sẽ 
chọn khoảng I”. Khoảng mà ta đã chọn được ký hiệu là Iị. Bây 
giờ ta lại tiến hành với Iị như đã tiến hành với đoạn l, 
và được đoạn lạ v.v... Quá trình này sẽ xác định một 
đãy II, lạ,..- Iạ.. những đoạn lồng nhau mà tất cả đều 
chứa một điềm z nào đỏ. Ta sẽ chứng mình giả trị Í(2) = M 
của hàm tại điềm đó là giá trị lớn nhất trong tất cả giá trị mà 
hàm f(x) đạt tới trong đoạn ban đầu; tức là, không thề cé, 
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điềm s mà f(s) >> M. Giả thử tìm được điềm sø như vậy thỏa 
mãn điều kiện f(s) = M -+ 2£ trong đó € là một số dương (có 
thề rất nhỏ) nào đó. Do tính liên tục của ham f(x) ta có thể 
bao điềm z bằng một khoảng nhỏ K không chứa điềm s sao cho 
trong khoảng K, các giá trị của hàm Í(x) sai khác ÑWz) = Mít 
hơn £ tức là frong, khoảng K tất phải có Í(x) < M+£. Nhưng 
với n đủ lớn thi khoảng Iạ sẽ nằm trong khoảng K, đồng thời 
khoảng Ia đã được xác định sao cho không có một giá trị f(x) 
nào tại x nằm ngoài khoảng Ia có thể vượt quả giá trị của 
hàm f(x) tại những điềm x trong khoảng đó. 

Nhưng điềm s nằm ngoài khoảng Iạ và f(s) > M-E£; trong 
khi đó thì trong khoảng K, cũng chính là trong khoảng In ta 
có f(x) < M -|- £. Ta đi đến mâu huẳn. 

Sự tồn tại ít nhất một giá trị nhỏ nhất m cũng có thề chứng 
minh được theo phương pháp này. Vã lại nó là hệ quả của 
cái trước bởi vì giá trị nhỏ nhất của hàm f(x) là giá trị lớn 
nhất của hàm gÍx) —= —f(k)- 

Định lý Vaierstrax đối với hàm liên tục hai hoặc nhiều biến 
SỐ X; ÿy,-.. cũng được chứng minh tương tự. Trong trường hợp 
này thay các khoảng đóng (kê cà các điềm mút) ta sẽ chọn các 
miền đóng; chẳng hạn như hình chữ nhật tronz mặt phẳng 
x, y (kề cả chu tuyển). 


Chứng minh của các định lý Bôlxanô và Vaierstrax 
có tỉnh chất không kiến thiết rõ ràng. Chúng không đề 
xuất dược phương pháp để tìm « có kết quả» vị trí của 
điềm không hoặc giá trị lờn nhất và nhỏ nhất của hàm 
với độ chỉnh xác định trưởs, sau một số hữu hạn thao 
tác. Chỉ chứng minh được bản thân sự tồn tại hoặc 
nỏi đúng hơn sự vô lý của sự khỏn; tön tại những giá 
trị đã nẻu, Tỉnh hình này chính là một điềm quan 
trọng mà những « người trực giác chủ nghĩa » đã không 
tán thành, Một số trong bọn họ, thậm chỉ còn muốn 
loại trừ nhữnz¿ định lý tương tự kiều này ra ngoài toán 
học. Tuy vậy, nưười nghiên cứu toán học không nên 
tiếp thu những ý kiến phản đối ấy một cách nghiêm túc 
hơn cái mà đa số các nhà phê bình đã làm. 


24 


http://tieulun.hopto.org 


° 4 Định lý về day — Tập hợp compae, Giả thử Xu X;; 
1;.. là một dãy số vô hạn nào đỏ gồm các số khác 
nhau hoặc không khác nhau nằm trong đoạn l: 

Dãy đỏ có thể dần tới hoặc không dân tới iời hụn. 
Đủ thế nào chăng nữa, bao giờ cũng có thè t:iefy ##-ff 
một dâu như thẻ, bằng cách bổ di một sổ số hạng của 
nó, một dãu uô hạn mới Y, Yzy V2... đần tới giới hạn Ư 
trong đoạn 1. 


Muốn chứng minh định lý này, ta chia đoạn I thành 


hai đoạn I' và I'' bởi điềm giữa x = —: 





`. W.° sa 
2 2 


Ít nhất một trong hai đoạn ấy sẽ có vô số số hạng x„ 

của dãy cơ bản: ta biêu thị nỏ là 1; Ta chọn một trong 

những số hạng đỏ (x„) và biều thị nó là y, Ta cũng 
Ì 


[': a <S X< 





làm như vậy với đoạn lạ. Vì trên đoạn ly có tập hợp 
vô hạn các số hạng xạ cho nên ít nhất chủng phải có 
mặt vô số tại một trong hai nửa của lạ. Ta biểu thị nửa 
đó là lạ, Trẻa đoạn lạ ta lấy một số hạng x„ (n —nạ) và 
biều thị nó là y¿. Tiếp tục như vậy, ta dược một đẩy các 
đoạn lồng nhau I¡,I¿,I,....và đẩy y;YasYs... các số hạng của 
dãy cơ bản sao cho vạ nằm trên đoạn I, đùn như 
thế nào. Dãy các đoạn này thắt lại đến một điểm y của 
khoảng và rõ ràng đẩy Y¡,Ya.Va ... CÓ giới hạn y. Đó là 
điều phải chứng minh. 


* Những lập luận này cho phép khái quát hóa một loại 
đặc trưng cho toán học hiện đại. Ta xét một biến X chạy 
trên một tập hợp §S n¿o đó, trong đó có xác định khái niệm 
«khoảng cách. S có thề là một tập hợp điềm trên mặt phẳng 
hoặc trong không gian. Nhưng đỏ chưa phải là điều cần 
thiết. Chẳng hạn, cũng có thề S là một tập hơn tất cả các 
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lam giác trên mặt phẳng. Nếu X và Y là hai tam giác có các 
đỉnh tương ứng A.B,C và A', BC? thì “khoảng cách? giữa 
hai tam giác; có thể là số £ 


d(X,Y7 = AA'" + BB' + CC), 


trong đó AA` biều thị khoảng cách thông thường giữa các 
điềm A và A`” v.v.... Khi khải niệm « Khoảng cách "đã được 
đưa vào trong tập hợp thì ta có thề định nghĩa khái 
niệm dãy các phần tử xJsxasfa s‹. đần tới giới hạn x cũng là 
một phần từ của tập hợp S. Ta hiều điều đó là d (X, Xn) 
—> 0 khi n—> œ. Hây giờ, ta nói rằng tập hợp S là compäc, 
nếu (từ mỗi dầu X. Xe, X;... các phần tử của tập hợp đó có 
thề trích ra một dầu con dẫn tới mỘộit giới hạn ÄX nào đó thuộc 
uảo tập hợp S. Trong mục trước ta đã chứng minh rằng một 
đoạn đóng kín a <S x S b là compăc theo nghĩa đã nêu. Bởi 
thế, khái niệm tập hợp compăc có thề coi là sự khái quát hóa 
khái niệm đoạn đóng kín trên trục số. Ta lưu ý rằng toàn bộ 
trục số là không compác vì dãy các số nguyên 1,2.3.4.5 ..« 
không dần tới một giới hạn nào và không chứa trong nó một 
dãy con nào dần tới giới hạn các Cũng vậy, một khoảng mở 
là không compăc, chẳng hạn khoảng o “x1 (thông bao göm 
những điềm mút). Thực vậy. dãy 1/2. 1/3. 2/4 .‹. hoặc một 
dãy con bất kỳ của nó dần tới giới hạn Q nhưng giới hạn 
này lại không thuộc khoảng mở đang xét. Cũng như vậy, 
có thề chứng minh rằng một miền của mặt phẳng gồm 
những điềm trong của một hình vuông hoặc hình chữ nhật 
nào đó chẳng hạn. là không compăc. nhưng nó sẽ trở nên 
compăc sau khi ghép thêm các điềm của biên vào. Cũng 
dễ dàng chứng minh tập hợp tất cả tam giác có đỉnh 
nằm trong hoặc nằm trên đường tròn của một hình tròn 
cho trước là compäc. Có thể khái quát hỏa khái niệm 
liên tục trong trường hợp biến X chạy trên một hợp tùy ý, 
nếu như trong tập hợp này khái niệin dẫn tới giới bạn dược 
đưa vào. Ta nói hàm u Íx), trong đó u là số thực là liên tục 
tại phần tử X nếu với mọi dãy các phần từ XrXe.X¿y .‹.- có 
giới hạn X thi dãy tương ứng LX‡), EFẤX¿). FXạ) ... sẽ có 
giới hạn F(X) (có thề cho một định nghĩa nhở €; Ô) « Cũng 
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dẻ chứng minh rằng định lý Vaierstrax còn đứng cho trường 
hợp một hàm FẤX) liên tục mở rộng cho trước trên một tập 
hợp com păc nào đỏ : 


Yếu u = !({+>) là một hài liên tục rác đính oới mọi phần tử 
của một tập hợp compäc S thì phải có một phần tử X nảo đó 
của 4Š đề cho P(X) đạt giá trị lớn nhất ở đó uà có một phần tử 
khác đề cho F(X) đạt giá trị nhỏ nhất ở đó. 


Chứng minh là không có gì khó đối với người đã nắm được 
đặc điềm chung của tư tưởng chứng minh ở đây. Ta sẽ không 
đi ra hơn nữa theo hướng này. rong chương VIII ta sẽ 
thấy rằng định lý Vaieratrax dưới dạng tồng quát có giá tri 
đặc biệt lớn trong lý thuyết các cực đại và cực tiểu. 


§ 6. MỘT VÀI ỨNG DỤNG CỦA ĐỊNH LÝ BÔLXANÒ 


1. Ứng dụng hinh học Nhờ định lý Bòlxanô đơn 
giản và tồng quát, có thề chứng minh một số khẳng 
định mà thoạt nhìn thì hoàn toàn không hiền nhiên, 
Trước hết, ta chứng minh một khẳng định sau đây: 
Nếu A oà B là hai hình cho trước trên một mặt phẳng 
Lhl tồn tại một đưởng thẳng nào đó trong mặt phẳng 
nàu chia đồng thời cả hai hình thành những phần tương 
đương (0uề diện tích). cHình » ở đây là mọi bộ phận 
của mặt phẳng giới hạn bởi một đường cơng khép kín, 


Ta bắt đầu chứng minh bằng việc lựa chọn một điềm 
cố định trong mặt phẳng và về qua đó một tia cố định 
PR mà từ đó ta sẽ tính góc. Dù tia PS làm với tỉa PR 
một góc x như thế nào, cũng có một đường thẳng có 
hướng song song với PS và chia hình Á thành những 
phần tương đương. Thực vậy, ta lấy một trong những 
đường thẳng có hướng song song với PS và ở một phia 
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`... của hình A: giả sử đó là 
2 đường thẳng l. Ta tịnh 
tiến song song Ì; sao cho 
ở vị trí cuối cùng (ta gọi 


là lạ), hình A đã ở về 
«‹£ˆ 
— `-Z-(2) phía khác (H.173). Trong 
2 ` 


2 trường hợp này, hàm là 
hiệu của diện tích phần 
hình À nằm bên phải 
đường thẳng có hướng và 
diện tích phần hình AÁ 
nằm bên trái («bên phải » — « phía đông », « bên trái »— 
« phia tây », nếu như đường thẳng được định hướng 
« lên phía bắc ›), Chẳng hạn hàm có giá trị dương đối 
với vị tri của đường thẳng l và cỏ giá trị Am đối với 
vị trí của đường thẳng lạ. Vì hàm số này là liên tục, 
cho nên theo định lý Bôlxanô, nỏ sẽ triệt tiêu tại một vị trí 
trung gian nào đó của đường thẳng mà ta biều thị là 
l, và đĩ nhiên, lúc này hình A bị chia làm đôi. Như vậy 
đủ x là bao nhiêu (0° < x < 360%) vẫn cỏ một đường 
thẳng 1, chia A làm đôi. 

Bây giờ ta biều thị y — f (x) là hiệu giữa diện tích 
các phần của hình B bên phải l„ và diện tích phần của 
B bên trái 1„. Đề xác định, ta giả thử đường thẳng l, 
song song với PR và chia A làm đôi sẽ có phần điện 
tích B ở bên phải lớn hơn bên trái, lúc đó y dương 
khi x = (°, Giả thử bây giờ x tăng đến 180°, khi đó 
đường thẳng la song soug với PR và chia A làm đôi 
sẽ trùng với lạ (nhưng theo hưởng đối lại, phía « phải » 
và phía « trái » đổi chỗ cho nhau). Khi đó, rö ràng các 
giá trị y khi x = 180% và khi x= 0° là hai số đối nhau. 
Vì y là hàm sủa x liên tục với 0° < x< 180 (hiệu các 
điện tích đã nói, tất nhiên, sẽ biến thiên liên tục khỉ 
quay đường thẳng cắt) cho nên phải có một giá trị 
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H. 123%, Chia hai điện tích làm đôi 
cùng mỘt lúc. 


- 0f0qnhoc29]I(aormdiÌ.COE. -,............. 


x=— x nào đó mà tại đỏ y triệt tiêu, Nhưng lúc đó 
đường thẳng 1„ sẽ đồng thời chia đói cả hai hình A và 
Đ. Định lý đã được chứng minh. Cần lưu ý rằng ta đã 
xác nhận được sự (ön tợi của đường thẳng có. tính chất 
dã cho nhưng khóng chỉ ra được một qui trình xác 
định đề dựng nó: đấy 
là nét đặc trưng của 
những chứng mình 
toán học «thuần túy » 
về sự tồn tại. 

Sau đây là một bài 
toán tương tự: Chia 
một hình AÁ cho trước 
trên mặt phẳng làm 


#rv22 





bốn phần tương đương 
bằng hai đưởng LhẲng — H. 17¿. Chia diện tích làm 
Đpuông góc. Muốn chứng bốn phần bằng nhau- 


mỉnh sự tön tại của 

lời giải, ta quay trở lại lời giải bài toán trên ở giai 
đoạn đã đưa đường thẳng l, vào nhưng hình B còn 
chưa dược đưa vào trong lập luận. Ta xét đường thẳng 
Ìz+;ọ vuông góc với l„ và cũng chia A làm đòi. Nếu ta 
đánh số bốn phần của A như đã chỉ trên H. 174, thì dĩ 
nhiên ta có: À¡ + À¿ = A¿ +A, và As + À; = À¡ +LÁc 
Trừ đi, ta có: À¡ —AÀ¿ = Á¿ — Áy, tức là À¡ = Á¿ và 
Áa = Á& 

Như vậy, sự tồn tại lời giải của bài toán sẽ được 
chứng minh nếu ta xác lập được sự tồn tại góc œ sao 
cho đối với đường thẳng l1, thì đẳng thức A¡ (+) = 
= A¿ (2) giữa hai phần của hình được thỏa mãn vì từ 
đấy sẽ suy ra sự bằng nhau của cả bốn phần. Bậy giờ, 
ta xét hàm y = Í (X) 


f (x) = Áy (x) — Á¿ (x) 
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trong đó A; (x) và A¿ (x) là các phần của bình, tương 
ứng với đường thẳng l,. Giả thử, khi x=0° thì f (0= 
zr= Ấy (0) = As (0) > U. Như vậy, khi x = 90° ta có: 
f(90)—A, (90)—A; (90)=Á; (0)—A; (0)—=A; (0)—A, (0)<0. 
Nhưng vì f (x) là hàm liên tục cho nên với một giá trị 
œ nào đó ở giữa 0° và 90° ta có f(z) = Á;(«) — As(a)=0. 
Như vậy, các đường thẳng l1, và l„,; sể chia hình 
thành bốn phần tương đương. 


Những bài toán này đã được khải quát cho trường 
hợp ba hoặc nhiều hơn ba chiều. Trong trường hợp 
ba chiều thì bài toán thứ nhất được diễn đạt như sau: 
Cho ba vật thề không gian, tìm mmột mặt phẳng chia 
đồng thời mỗi vật thề ra làm đôi, Đề chứng minh, cũng 
có thể dựa vào định lý Bỏlxanô. Nếu số chiều lớn hơn 
thì một khẳng định tương tự cũng đúng nhưng cần áp 
dụng những phương pháp tỉnh ví hơn đề chứng mỉnh. 


2. Ứng dụng vào một bài toán eơ học. Ta kết thúc 
chương này với việc xem xét một bài toán cơ học, mà 
thoạt nhìn có vẻ khó nhưng lại giải được rất đơn giản 
bằng các kiến thức có liên quan đến tính liên tục (Bài 
toán đã được G.Uytni đề ra). Ta giả thiết một xe lửa 
chạy trên một đoạn đường thẳng từ ga A đến ga B 
trong một khoảng thời gian hữu hạn nào đó. Hoàn toàn 
không giả thiết gì về chuyền động là đều hay chuyển 
động là có gia tốc không đồi. Trái lại, xe có thể chuyền 
động tùy ý: có tăng tốc, có chậm lại, không loại trử 
trường hợp dừng lại trong chốc lát hoặc thậm chí có 
thỀ quay trở lại trên từng đoạn trước khi đi tới H. 
Nhưng dù chuyền động như thế nào, toàn bộ thời gian 
chuyền động cũng được coi là biết trước; nói cách khác 
thì một hàm s = f() được coi là cho trước trong đó 
s là khoảng cách tử xe lửa đến ga A, còn tlà thời gian 
tính từ lúc kbởi hành của xe. Một thanh rắn nặng được 
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bắt bản lề vào sàn một toa xe, thanh này có thể quay 
xung quanh mội trục song song với trục của toa xe mà 
khòng có ma sát (ta giả thiết khi tiếp xúc với sàn xe thì 
thanh đó sẽ nằm lại trên sản nếu nó không & nhảy lên » 
một lần nữa). Bài toán là như sau: Khi xe bát đầu 
Chuuền động, liệu có thề đặt thanh rắn ở một oị trí ban 
đầu nào đỏ, tức là cho nó một góc nghiêng nào đó đề 
cho, trên toàn bộ quầng đường, thanh: rần chóng rơi 
xtuống sàn dưới tác dụng của chuuền động +e lửa 0à 
trọng lượng riêng của nó? Thoạt tiên, có thề khó tin 
rằng, với một lược đồ chuyền động xác định trước của 
xe lửa như vậy thì lực tác dụng tương hỗ của trọng 
lực và phản lực lại có thề đảm bảo sự cân bằng cần 
thiết của thanh trong một điều kiện duy nhất — việc 
lựa chọn vị trí ban dầu thích hợp. Bây giờ ta sẽ chứng 
mỉnh rằng luôn luôn có một vị tri ban đầu như vậy. 
May mắn là chứng minh không đòi hỏi kiến thức 
chỉnh xác về các định luật động học (dựa vào các định 
luật đó đề giải một bài toán là cực kỳ khó) Chỉ cần 
thửa nhận một giả thiết có nội dung vật lý : chuuền đóng 
tiếp sau của thanh phụ thuộc liên tục pào 0‡ trí ban đầu 
của nó; đặc biệt, nếu ở vị trí ban đầu cho trước trong 
thời gian chuyền động, thanh rơi xuống sàn ở một phía 
thì, với mọi vị trí ban đầu sai khác với vị trí đã cho 
rất it, thanh sẽ không rơi xuống sàn theo phía ngược lại. 
Bây giờ -ta lưu ý rằng, trong mọi thời điềm, vị tri của 
thanh được xác định bởi góc « mà nỏ làm với sàn xe. 
Các góc z« — 009 và ø = 1809 ứng với hai vị trí nằm 
ngang đối nhau. Ký hiệu x là giá trị của góc. « ở vị trí 
ban đầu của thanh. Chứng minh của (ta sẽ là gián tiếp, 
phủ hợp với tính chất tồn tại thuần tủy của bài toán, : 
Giả thử bao giờ thanh cũng sẽ rơi về phia này hoặc về 
phía kia của sàn xe, tức là œ sẽ nhận giá trị 09 hoặc 
1S, Khi ta xác định một hàm Í(x) với điều kiện 
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Í(x) = 1 hoặc (— Í) tùy theo thanh rắn rơi xuống phía 
tương ứng với z == 09 hoặc « = 1809. Tính chất của 


H. 175. Bài toán Dytnt 


hàm f(x) là như sau: nó được cho trên đoạn 009 < x< 
< 1809, liên tục trên đó và F(0) = 1, f(180) —= — 1. Theo 
định lý Bỏlxanó, có một giá trị trung gian x nào đó 
(0° < x < 180) đề có đẳng thức f(x) —0. Điều này 
mâu thuẫn với giả thiết hàm f(x) chỉ nhận các giá trị 
-+ 1 và — 1. Vậy giả thiết của ta bị bác bỏ. 


Rất rỗ ràng rằng, chứng minh đã nêu có tính chất 
thuần túy lý thuyết, bởi vì nó không cho được một chỉ 
dẫn nào đề xác định vị trí ban đầu phải tìm của thanh 
rán, Đồng thời, nếu như có thê tính toán chính xác 
tuyệt đối bằng lý thuyết vị trí đó thì do tính không 
bền vững, nó sẽ không có Ích gì trong thực tiễn. Chẳng 
hạn, trong một trường hợp giởi bạn, khi xe không 
chuyển động trong suốt « cuộc hành trình» thì lời giải 
tất nhiên là x=909. Nhưng bất kỳ ai đã định cân bằng 
một chiếc kim ở vị trí thẳng: đứng trên mặt nằm ngang 
trơn nhẵn thì đều biều lời giải đó là không thực hiện 
được trong thực tế. Nhưng về quan điểm toán học thì 
chứng minh đã nêu cỏ một ý nghĩa rõ ràng. 


* 
wvw 
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BồỒ SUNG CHƯƠNG Vĩ 


NHỮNG THÍ DỤ TIẾP THEO 
VỀ GIỚI HẠN VÀ LIÊN TỤC 


§Š 1. CÁC THÍ DỤ VỀ GIỚI! HẠN 


1. Các chú ý tòng quát. Trong nhiều trưởng hợp, 
tính hội tụ của một dãy a, có thề chứng mỉnh theo 
lược đồ sau dây. Ta xét hai dãy khác bạ và cạ mà các 
số hạng của chúng nói chung, có cấu trúc dơn giản 
hơn và có tỉnh chất : 

Dạ S 8a < Ca () 
với mọi giá trị n. Khi đỏ, nếu chứng tỏ rằng các dầu 
b„ 0à cạ có cùng một giới hạn « thì có thề khẳng định 
dầu ay cũng có giới hạn s. Đề nghị bạn đọc chứng 
minh định lý này. 

Rõ ràng, việc áp dụng lược đồ đã nẻu đòi hỏi phải 
làm toán với các bất đẳng thức. 

1. Nếu a > b thì a--c >b-—-ec (co thề thêm vào 
hai vế bất đẳng thức củng một số). 


2. Nếu a > b và c dương thì ae > be (có thề nhân 
bất đẳng thức với một số dương). 

3. Nếu a > b thì —b > —a (chiều của bất đẳng 
thức thay đồi khi nhân với — 1). Chẳng hạn, nếu 2 = 3 
thì — 3 < — 2. 

4. Nếu a và b cùng dấu thì tử bất dẳng thức a < b 
suy ra l/a > l/bÙ. 

5. /a-+-b/ <S /a/-+/b. 

2. Giới hạn q°. Nếu q là một số lớn hơn † thì các số 
hạng của dãy q° sẽ tănz vô hạn. Thí dụ q = 2 thì q, 
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q?, q3... sẽ tăng vỏ bạn. Những dãy như thế «sẽ tiết. 
tới vò hạn ›. Tông quải, chứng minh này dựa trên bất 
đẳng thức quan trọng: 

( + h)*" >1 + nh >nh @ 
trong đó h là số dương tùy ý. Ta đặt q = 1 + h trong 
đó h > O0; thế thì: 

q°"=(i-+h)" >nh 
Giả thử k là một số dương lớn tùy ý, chỉ cần chọn 


n> h đề có bất đẳng thức 


q"> nh >k 
nghĩa là q" ~—> «. Nếu q = l1 thì mọi số hạng của đãy 
bằng 1 và giới hạn của dãy là 1. Nếu q âm thì dấu của 
q” sẽ xen kể, và q > I thì không có giới hạn. 


Ta đã xác nhận rằng nẽều — 1 < q < Í thì q° -> 0. Ở 
đây ta sẽ nêu một chứng minh khác rất đơn giản. Ta 
xét trường hợp 0 < q <1. Khi đó các số hạng của dầy 
q; q?, q2... đơn điệu giảm và dương. Do đó, dẩy có 
giời hạn: q°" —>+ a, Nhàn hai vế của hệ thức cuối cùng 
với q ta có: q°!! -» aq, Nhưng q°†! phải có cùng giới 
hạn với q° vì nếu ta ký hiệu tăng chỉ số lên là n hay 
là n -+ Í thì bản chất không thay đồi. Vậy aq = a hoặc 
a(q — Í) = 0, Theo giả thiết Í— q + 0 ta suy ra a =0 


Nếu q = U thi khẳng định trên là tầm thường. Nếu 
—=l=<=q<0thì0< |q|<l, bởi thế theo điều vừa 
chứng minh thì †q°"¡=IqI"—=>0. Nhưng khi đó 
q°” >0 vời điều kiện |qg|=< 1. Chứng minh đã kết 
t húc, 

3. Giới hạn VYp Dây số aạ = Vp , tức là dãy số p, 
Vp›ŸVb› Ýps... có giởi hạn 1 dù p là số dương như 
thế nào : 

Vp —> khi n—>» œ (3) 
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(ký hiệu Ýp biều thị căn dương bậc n. Nếu p Âm, n 
chẵn thì không có căn số thực bậc n). 
Ta sẽ chứng minh hệ thức (3). Trước hết, giả thiết 
rằng p > l, như thế thì p > I1. Ta đặt: 
Vp =l+h; 
trong đó hạ là một lượng đương phụ thuộc vào n. Từ 
bất đẳng thức (2) suy ra 


P— qa E% hạ)” = nhạ 
Chia cho n ta được: 0 < hạ < co 
n 


Vì hai dãy bạ = 0 và cạ = p/n đều có giới hạn 0, chơ 
nên theo lập luận đã nêu ở mục 1, hạ cũng có giới hạn 
0 khi n tăng và khẳng định của ta đã dược chứng minh 
VỚI p > I1. Ở đây ta gắp một thí dụ rất điền hinh, khi 
hệ thức giới hạn, trong trường hợp hụ —x 0 cho trước, 
được xác nhận bằng cách bao hàm h giữa hai cản mà 
giới hạn của các cận này được xác dịnh đơn giản hơn. 

Tiện thể, ta tìm được một đánh giá cho hiệu h, giữa 
Ÿ p và I: hiệu đỏ tất nhiên phải nhỏ hơn p/n. 


` == 1 
Nếu O < p < 1 thì p < 1; có thể đặt Ÿp = 
trong đó h, là một số dương phụ thuộc vào n. Suy ra: 





__ 1Ï 
(I+hn)" ` nhạ ` 
tức là 1b =... 


np _— 

hay hạ dần tới 0 khi n —> œ. Thế thì tất nhiên Ÿ p —> 1. 
Tác dụng « cân bằng ›» của phép khai căn bậc n là ở chỗ 
các kết quả của phép khai căn với bậc tăng liên tiếp 
một số đương cho trước dần tới đơn vị vẫn còn đúng 
trong trường hợp bản thân biều thức dưới căn thay 
đồi. Bây giờ, ta sẽ thử lại rằng: 

ïÝYn =1 khin —> œ 
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Một mẹo nhỏ sẽ giúp ta dựa vao bất đẳng thức (2) mỏi 
lần nữa. Thay cho căn bác n của n ta lắy căn bậc n của 
ýn. Đặt Yyn. = L+.kạ, trondg đó kạ là một lượng 
dương phụ thuộc vào n. Dựa vào bất đẳng thức (2) 
#$a cỏ: 

yn = (1 + kạ)" > nkạ hay, 


1 
kạ ~Vn._.Ắ=, 
=¬ —“Vn 
Vậy: 1< n = hệ hông + 3k, + kệ < 


1 
<li+ TS ta 


Vẽ phải của bất đẳng thức này dần tới 1 khi n — œ, 
đo đó clng có thề nói như vậy với Ÿ n. 


4. Các hàm gián đoạn được coi như giới hạn của các 
ham liên tục. Ta sẽ xét những dãy a„, trong đó các số 
hạng a„ không phải là hằng sö mà là những hàm biến 
X, tức là a, = †„ (x). Nếu một dãy như vậy là hội tụ 
thì giới hạn của nó cũng là một hàm của x. 

f(x) = limnf,(%). 

Cách biều điễn một hàm f(x) dưới đạng giới hạn của 
một hàm khác như thế thường tỏ ra có ích, bởi vì bằng 
cách đó thì các hàm « phức tạp hơn » sẽ được qui về 
những hàm đơn giản hơn ». 

Đặc biệt, điều này được thể hiện trong khi xem xét 
những công thức tường mình nào đó đề xác định các 
Ị 
1 + vn 
,; tức là 


hàm có giản đoạn. Chẳng hạn, xét dấy fn(x) = 


Rhi /x/ = lta có x?* = 1 và fa(x) = x 


F, (E) —> ——.. 
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Mặt khác khi | xỊ <1 ta có x!”-—+ 0 và [` (x) —= Í; sau 
cùng, khi | x | >l ta có x?°—seo, cho nên f,„(x)—>(). Tóm lại: 


1 khi | xỊ < Í 
: 1 1 : 
f(x) = lim lanh S HỦ Lê | = ỈÍ 


O khi [x|m>tl 
Ta thấy hàm gián đoạn f(x) được biều thị như là giới 
hạn của một dãy hàm hữu tỉ liên tục. 
Một thí dụ tương tự đáng lưu ý được cho bởi dãy: 
—.. S5 a.... `... 
{¿(x) = X? + 1a. sẽ + q + s?? + so 1a. xa 
khi x0, mọi hàm fạ(x) triệt tiêu, vì thế f(0) = 


= limf,(0) = 0. Khi x + 0, biều thức : 
x 


nhỏ hơn l, lý thuyết cấp số nhân cho phép khẳng định 
rằng f„(x) hội tụ khi n —> so. Giới bạn, tức là tồng của 


dương và 





x? x? 
cấp số nhân vô hạn, bằng = ————— = Ì +*'. 
l—q 1— 1 
1-x? 
Như vậy, f,(x) dần tới hàm f(x) = l + x? khi x + ÔÖ và 
tới f(x) — 0 khi x = 0. Hàm f(x) có gián đoạn khử 
được tại điềm x = 0. 

*® 5. Các giới hạn trong phép lập. Ta thường phải xét 
những dãy mà cấu trúc như sau : a-¡; dược suy ra từ 
a„, bằng những phép toán như khi suy ra a„ tử a„_;; theo 
qui trình đó ta tính được một số hạng tủy ý của đẩy nếu 
biết số hạng dầu. Ta gọi nó là một qui trình ‹ lặp ». 

Có thể dùng dãy sau làm thi dụ: 

D VT+T, gi+y2, vÍ+ VTV5... 

Mỗi số hạng được suy ra từ số hạng trước bằng cách 
thêm vào một đơn vi rồi khai phương. Hởi thế, dãy 
được xác định bởi hệ thức: 


8; = Ì; 8a:: = Vi~+aa 
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Ta tìm giởi hạn của nó. Tất nhiên, khi n > 1 thì 
a8, > 1. Hơn nữa, dầy là đơn điệu tăng, vì : 
Aa+f E ch ¬ q TT ân) = q - Aa—t) — 3a — Ña~1 « 

Vì a,> a,_¡ cho nên a,¡; > a4; nhưng a¿—a¡ — V2—1>0 
cho nên a„;; > aạ với mọi n (theo qui nạp). Ngoài ra 
ta lưu ý rằng dãy đang xét là bị chặn. 

Thực vậy ; 
_ TU V1! Bui cap g 1 
An-Et Ân+1 Ân+I 

Theo nguyên lý về các dãy đơn diệu ta suy ra sự tồn 
tại của giới hạn : a› —> a và 1 < a < 2. Nhưng rõ ràng 
a là nghiệm dương của phương trình x2? — 1 + x. Thực 
vậy, hệ thức aa+‡ =  -+- an khi n — œ cho ta a? —= 1+-a. 


Giải phương trình này ta được a = hổ 





<2. 


Ngược lại, cũng dễ thấy có thê giải gần đúng phương trình 
bậc hai này với độ chỉnh xác tùy ý bằng qui trình lặp. 

Nhờ phép lặp ta còn cỏ thẻ giải những phương trình 
đại +ố khác. Chẳng hạn ta viết phương trình bậc ba 
1 


_—_x.` 





xi—3x-+ 1= Ô dưởi dạng x = 


sau đó chọn một số tùy ý làm ay, chẳng hạn ay; = 0 ta 
sẽ tiếp tục xác định được dãy a, theo công thức 





_— 1 
Sn+ì — 3—a' 
ở đây, ta được: 
Í — 9 
—= — —=— 0,3333... $ â —= —— 0,3461 .¿ạo ° 
—— 3. o6 
a.= 0Ô — 03472... 
1947 


Có thề chứng mìỉnh rằng dãy đỏ có giởi hạn bằẰng 
nghiệm của phương trình bậc bả đã cho,tứửclàa—0.3473... 
Những quá trình lặp loại này có ý nghĩa rất lớn trong 
toán học, bởi vì nhờ đó ta đã cho được đa số các 
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phép «chứng minh tồn tại » Chúng rắt có ích trong những 
phương pháp giải gần đúng các bài toán khác nhau, 


§2. THÍ DỰ VỀ LĨNH LIÊN TỤC 


Muốn chứng minh một cách hình thức hóa tính liên 
tục của một hàm cho trước, phải kiềm tra lại theo định 
nghĩa nêu ở §4 chương VI, Có khi quá trình đó rất 
công kềnh, nhưng may mắn là ta có thỏ dựa vào điều 
sẽ chứng minh trong chương VĨH, đỏ là: tính liên tuc 
suy ra được từ tính khả vi, Bởi vì tính khả vỉ sẽ được 
xúc nhận một cách có hệ thống cho tất cả các hàm sơ cấp, 
cho nên chúng ta sẽ tự kiềm chế khòng nêu ở đây những 
chứng minh hay về tính liên tục của các hàm nhiều loại. 

Tuy nhiên, đề minh họa tiếp tục cho dịnh nghĩa 
tÔnưg quát, ta sẽ xét thêm một thí dụ nữa, đó là hàm 


f(x) = 





1x 
Ta có quyền hạn chế sự biến thiên có thề được của x 
trong một khoảng đóng |x| < M, trong đó M lớn tùy 
ÿý. Sau khi viết : 





1 1 x? -xị 

f(x) — f(xì = "”“”..... 

Œ) Œ) 1 x‡  14-x2 (lx?(1-+r) 
"¬.. x+1, 


ì (1-+x®)(1-Lx?) ` 
ta thấy rằng với |x|< Msẽ có |x,| <M. Suy ra 
bất đẳng thức 
| f(%XJ) —fŒ) | < I x—x; |: | x+x, | < x—x;I.2M 
Tức là hiệu ở vế trái sẽ trở nên nhỗ hơn số dương 
cho trước với điều kiện: |x¿,—x|<ô = S 

Phải nhấn mạnh rằng ta còn quá rộng rãi trong 
những sựy đánh giá đó. Bạn đọc thấy được dễ đàng 
rằng, tại những giá trị lớn của x và xị có thể thỏa mắn 
được những giá trị khá lớn của ô. 
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